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Materialy pomocnicze dla kola matematycznego w
szkole gimnazjalnej

Zadania z dowodzenia nieréwno$ci z réznych przyczyn pomijane w programach
szkoty gimnazjalnej pojawiaja si¢ na zawodach i olimpiadach matematycznych coraz czgsciej
i stusznie. Zadania tego typu ¢wicza przede wszystkim dedukcyjny sposéb myslenia, tak
wazny w matematyce nawet tej elementarnej. Do rozwiazywania tego typu zadan moze by¢
potrzebna znajomos$¢ takich faktéw, jak: twierdzenia o nieréwnosciach réwnowaznych,
zasady mnozenia sum algebraicznych oraz wzory skroconego mnozenia, nieujemnos$é
kwadratu dowolnej liczby rzeczywistej, nieujemno$¢ sumy kwadratow dowolnie wielu
liczb.
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Podstawowe nierownosci.
Nierownos¢ 1.
Dla dowolnych liczb rzeczywistych M i N zachodzi nierownos$¢ postaci
(1) M2+ N2=2-M -N.
Dowad.
Metoda 1.
Korzystajac ze wzoru na kwadrat r6znicy dwoch wyrazen
(M-N)>)’=M?-2-M-N+N?
otrzymujemy M?+N?=(M —=N)*+2-M -N >2-M -N,bo (M — N)? jest liczba
nieujemna.
Metoda 2.
Startujac z nierdwnosci (1) 1 przenoszac wyrazenie z prawej strony na lewa otrzymujemy
nieréwno$¢ postaci M? —=2-M -N + N? = (M — N)? > 0, ze wzoru na kwadrat réznicy. Zatem

dowod zakonczony gdyz kwadrat dowolnej liczby jest liczba nieujemna.
Nierownos¢ II.
Dla dowolnych liczb dodatnich P i Q zachodzi nierowno$¢ postaci

(2)g+%zz.

Dowad.
Sprowadzajac lewa strong nierownosci do wspolnego mianownika otrzymujemy nierdOwnos¢
roéwnowazna postaci:

P,Q_P+Q
Q P PQ

P?+Q?%>2-P-Q, przenoszac wyrazenie z prawej strony na lewa i korzystajac ze wzoru na

> 2, mnozac obustronnie przez mianownik otrzymujemy

kwadrat r6znicy dwoch wyrazen otrzymujemy nierdéwno$¢ rOwnowazna postaci
(P —Q)? > 0 prawdziwa dla dowolnych P i Q wigc dla P i Q dodatnich tez.

Nierownos¢ II1.

Srednia geometryczna dwoch liczb dodatnich jest nie wicksza od $redniej arytmetycznej
tych liczb.

Dowad.

Chcemy pokazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich X 1 Y zachodzi nieréwno$¢ postaci:

X;Y > JIX Y.

Mnozac obustronnie nierownos$¢ przez (2) otrzymujemy rOwnowazng nierdwnos$¢ postaci
(3) X+Y=>2-yX-Y,

podnoszac (3) obustronnie do kwadratu i przenoszac wyrazenie z prawej na lewa strong
otrzymujemy

(X +Y)*—4-X-Y >0, stosujac kolejno wzor na kwadrat sumy i réznicy dwoch wyrazen

otrzymujemy nierdwno$¢ rownowazna (X —Y)? > 0 prawdziwa dla dowolnych liczb
rzeczywistych wigc dla dodatnich réwniez.
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Przyklady dowodzenia.
Niech x, y 1 z beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Przyklad 1.
Wykaza¢ nierownos¢
2. X +y +2°>22-(y+12)-x
Dowad.
Lewa strona nierdwnosci jest niemniejsza od prawej, bo
2. X4y + 22 =X+ YY)+ (X*+2%)22-x-y+2-x-2=2-x-(y+2)=2-(y+2)-x,na
mocy wzoru (1).
Przyklad 2.
Udowodnij nieréwnos$¢

(4) X*+y* +2°2X-y+y-2+2-X
Metoda 1.
Z nier6wnosci (1) mamy
X*+y?>2-x-y
ye+2°>2.y-12
224x°22-7-x,
stad po dodaniu stronami otrzymujemy
2-X°+2-y*+2-2°>2-(X-y+Yy-z+1-Xx),dzielac obustronnie przez liczbe 2 otrzymujemy
nier6wnos¢ wyjsciowa.
Metoda 2.
Mnozac obustronnie nierownos¢ (4) przez liczbg 2 otrzymujemy
2. X 42y 422722 X-y+2-y-2+2-7-X,
przenoszac co si¢ da na lewa strong nieréwnosci 1 korzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy
otrzymujemy
(X2 =2-%x-y+y)+(y?=2-y-z2+2°)+ (2" =2-2-x+x%)
=(x=y)*+(y-2)" +(z-x7" 20,
co konczy dowod.
Komentarz: Kwadrat dowolnej liczby jest liczba nieujemna, a suma liczb nieujemnych tez
jest nieujemna.

Przyklad 3.
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich p 1 q zachodzi nierownos$¢

1 1
(p+a)-(Z+3)>4

P q
Dowod.

p+q_ p+d_

p q

(p+Q)-(F+ )=
P q

- o
+
- |
+
o |o
+
o |o
Il

na mocy ha wzoru wczesniej
—Pi Y0524 2-4,
a p

uzasadnionego (2).

Przyklad 4.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich p, q, r zachodzi nierowno$¢
.1 1 1 9 . .

postaci — + —+ — > —— . Kiedy zachodzi rownos¢ ?

P9 r p+gq+r
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Dowad.
Pomndzmy obustronnie przez mianownik prawej strony nierownosci. Wowczas otrzymamy
niero6wnos¢ rownowazna

1 1 1 .
(p+q+r)-(—+—+=) =9, ktora mamy uzasadnié.
r

Badamy lewa strong

(p+q+r)-(l+l+l) _prasr + pPra+r + pra+r :1+E+L+£+1+£+£+E+123+6:9,
P q r p q r PP qQ q r r
bo 2+ 4> 2, LN 2, 975, na mocy (2).
a p rp rq
Przyklad S.
Korzystajac z nierownosci (3) udowodni¢ nierdwnos¢ postaci
atbrc+d >13/a-b-c-d, dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich.
Dowad.

Mamy pokazaé¢ prawdziwo$¢ nierownosci rtOwnowaznej postaci

(4) a+b+c+d>4-Ya-b-c-d.
a+b+c+d>2-Ja-b+2-vJc-d =2-(Va-b++c-d)>2- 2vVa b —4((abcd) )2

po dwukrotnym zastosowaniu nieréwnosci (3) 1z whasnosci 110czynu plerw1astkow stopnia 2.
Z wiasnosci potegi oraz notacji pierwiastka stopnia 4 otrzymujemy nierdwnos¢

a+b+c+d>4-(a-b-c- d)4 4.Ya-b-c-

Przyklad 6.

Uzasadnij, ze bezposrednim wnioskiem z nierdwnosci (4) jest nierowno$¢ postaci

(5) a+Tb+c >3/a-b-c, prawdziwa dla dowolnych trzech liczb rzeczywistych a, b, ¢
dodatnich.

Dowod.

Podstawmy w nieréwnosci (4) d = 3/a-b-c. Wtedy nieréwno$¢ ta przyjmie postaé

a+brc+3a-b-c>4-a-b-c-Ya-b-c, zwhsnosci potegi oraz iloczynu poteg mamy

1 4 1
a+b+(:24-4\/a-b-c-(a-b-c)3 ~3/a-b-c =4-(a®-b*-c®)*—va-b-c=4-Ya-b-c-¥a-b-c,
zatem a+b+c>3-3a a+;)+c >3Ya-b-c.

Uwagi:
Wyrazenie postaci va-b nazywamy $rednia geometryczna dwoch nieujemnych liczb.

. .a+b , . , o .
Wyrazenie postaci nazywamy $rednia arytmetyczna dwoch nieujemnych liczb.

Wyrazenie postaci 1 1 hazywamy $rednig harmoniczna dwoch dodatnich liczb.
J— _l’_ —

a b
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Przyklad 7.
Uzasadni¢, ze zachodzi podwojna nierowno$¢ postaci

2 < ab<a+b
1 1° -2

~+

a b
Najpierw udowodnimy, ze $rednia geometryczna jest niewigksza od $redniej arytmetyczne;.
W drugiej czgéci dowodu pokazemy, ze srednia harmoniczna jest niewigksza od $redniej
geometrycznej.

Dowad.

(*)

Niech a i b oznaczaja dowolne liczby nieujemne. Ze wzoru na kwadrat réznicy otrzymujemy

0<(Wa-vb)’=a+b-2-Ja-vb=2-Ja-Jb<a+b=2-Ja-b<a+b

= a-b£a+b.
2

*)

Zat6zmy teraz, ze a i b sa dodatnie oraz zachodzi nierdwno$¢ postaci va-b <

a+b

, stad

otrzymujemy nastepujacy ciag nierdwnosci

a?-b? <a+b: a-b <a+b

< =2-a-b<(a+b)-+/a-b

a-b 2 a-b
:>2ab< b:i: 2 <+a-b
a+ atb 1.1
a-b a b

Przyklad 8.
Sposrod wszystkich prostokatéw o danym obwodzie wyznaczy¢ prostokat majacy najwigksze
pole.
Rozwigzanie:
Niech 2a bedzie danym obwodem prostokata. Chcemy aby zmienne pole tego prostokata xy
byto jak najwigksze. Oznaczmy $rednia arytmetyczna wielkosci dodatnich x 1y przez m, za$
przez d oznaczmy $rednia arytmetyczna wielkos$ci x 1 —y. Wtedy mozemy zapisa¢ uktad
roOwnan prosty do rozwiazania. Po dodaniu stronami otrzymujemy

X+Yy
M=—"7~"  x+y=2-m
= =2-x=2-m+2-d
X-y x-y=2.d
=>Xx=m+day=m-d.
Zatem pole prostokata wynosi

2
X-y=(m+d)-(m-d)=m?—d? :_(“4” _dz.

Poniewaz d* > 0 poza przypadkiem gdy d=0 wiec otrzymujemy stad nieréwno$¢ postaci

(x+y)? X+ Yy
2

X-y< =Xy <
y 4 y

,przy czym /x-y = % gdy d=0 i x=y=m.
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2
. . . a
Wobec tego, ze x+y=a wynika ze pole xy przyjmuje wartos¢ maksymalna aI, gdy x=y= 5

czyli dla kwadratu. Jednoczesnie udowodnilismy, ze /S . < Xty , czyli wzor (3), dlax,y

max —

przyjmujacych wartosci dodatnie.

Whiosek (wlasno$¢ dla minimum):

Sposrod wszystkich prostokatéw o danym polu kwadrat ma najmniejszy obwaod.
Dowad:

., , X+ .. S
Popatrzmy na niero6wno$¢ X-y < (Ty)2 z drugiej strony. Latwo widac, ze

4-x-y < (x+y)? Niech | bedzie danym polem prostokata. Wtedy jego potowa obwodu
WYynosi

2-1<x+y, zatem 4-1<2-x+2-y, czyli obwdd przyjmuje warto$¢ najmniejsza 41 dla
kwadratu o boku 2-+/1.Zatem 4.1 <Ob,, .

Cwiczenia do samodzielnego rozwiazania
1. Uzasadnié, ze prostokat o polu 25 ma obwod rdwny co najmniej 20.
2. Uzasadni¢, ze prostokat o obwodzie rownym 25 ma pole réwne co najwyzej 62.

3. Danych jest pig¢ liczb rzeczywistych o tej whasno$ci, ze suma kazdych trzech z nich jest
dodatnia. Czy suma wszystkich pigciu liczb jest dodatnia ? Jesli tak to uzasadnij, jesli nie
to podaj przyktad.

4. Dlaczego kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna ? Uzasadnij.

5. Uzasadni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierd6wno$¢
a*+b*+c’
——>a-b-c

a+b+c

6. Czy prawdziwa jest nierdwno$¢ postaci x* + y* > x + y, dla dowolnych liczb
rzeczywistych x i y ?

7. Uzasadni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c, d, e zachodzi
nier6wnos¢ postaci

5. Jab.c.d e<a+b+c+d+e
Ni < c )

Wskazowka: Postgpuj analogicznie jak w przykladzie 6, wykorzystujac nierownos¢
zachodzaca migdzy $rednig geometryczna oraz arytmetyczna szesciu liczb dodatnich.
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