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Zadania konkursowe dla gimnazjalistow

Zagadnienie 1.

Dowiesé, ze \/3—\/5 +\/5—\/ﬁ +J7—\/E =1.
Dowéd:

Wyrazenia podpierwiastkowe wystarczy zwina¢ w pelny kwadrat i skorzysta¢ ze wzoru na
kwadrat réznicy:

(A-B)’=A*>-2.A-B+B”.
Mamy kolejno:

V3-8 =y3-2.v2 =y2-2.V2+1=[V2-1] =(V2-1)
V5424 =\5-2.6 =\5-2.v2-3 =43-2:v2 B +2 =3 - V2] =(3-2)
V728 =\[7-2.\3:4 =\3-2. V3 Ja+4=Ja-2.J4.J3+3 =2~ V3] =(2-V3)

L =/3-8 + 524 +1/7-/48 = (V2 ~1)+ (S3-2) + (2-V3) =
2 -V2)+(3-3)+(2-1) =1=P.

Lewa strona rownania wyj$ciowego jest rowna prawej, co konczy dowdd.
Zagadnienie 2.
Wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania uktadu rownan
25x* +9y? =12yz
9y* +4z° =20xz w liczbach rzeczywistych x, y, z.
47° + 25x* = 30xy
Rozwiazanie:
Widzimy, ze uktad réwnan nie jest uktadem rownan liniowych. Poprébujemy dodac te
roOwnania do siebie, moze co$§ wyjdzie.
Dodajac obustronnie réwnania tego uktadu otrzymujemy:
25x% +9y? +9y® +4z2% + 47% + 25x* =12yz + 20xz + 30xy

— 50x% +18y° + 82 =12yz + 20xz + 30xy.

Przenoszac wszystko z prawej strony na lewa otrzymujemy:

50x* —30xy +18y* —12yz +82° —20xz = 0.

Grupujac sprytnie wyrazy otrzymujemy:

(25x2 —30xy +9y? )+ (25x2 —20xz + 4z° )+ (9y2 —12yz + 422)= 0.
Korzystajac ze wzoru na kwadrat r6znicy dwdch wyrazen otrzymujemy:
(5x—3y)* +(5x - 2z)* +(3y —2z)* = 0.

OtrzymaliSmy rownanie rownowazne z uktadem rownan danym w zadaniu.
Zalézmy, zZe trojka liczb (X, y, z) jest rozwigzaniem danego ukladu rownan.
Wiadomo, ze suma kwadratow jest zerem, gdy kazdy kwadrat jest zerem (dlaczego?)
Zatem z ostatniego rownania mamy:

5x-3y =0, 5x-2z=0, 3y-2z=0.

Otrzymujemy: 2z = 5x = 3y.
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Pot6ézmy w miejsce x, y, z takie liczby, takie aby ostatnie rownanie bylo prawdziwe.
Mamy:

2-15=5-6=3-10,— 30 =30 = 30, zatem x=6, y=10, z=15.

Niech teraz k- oznacza pewna liczbe rzeczywista. Mozemy potozyc¢:

x=6-k, y=10-k, z=15-k.Okazuje si¢ze 30-k =30-k =30-k.

X=6-k,
Zatem trdjka liczb postaci: y =10-k,gdzie k e R jest rozwigzaniem danego uktadu rownan.
z=15-Kk,

Zagadnienie 3.
Sprawdzi¢, ze trojka liczb postaci (6k, 10k, 15k) jest rozwiazaniem uktadu

25x% +9y? =12yz

9y’ +4z% = 20xz , gdzie x, y, z sa liczbami rzeczywistymi.

477 + 25%x* = 30xy
Sprawdzenie:
Liczby x=6k, y=10k, z=15k sa rzeczywiste bo k € R.
Podstawiajac te liczby do réwnania pierwszego otrzymujemy:
L = 25-(6k)’ +9(10k)* = 25-36k? +9-100k? = 25-(36k? +9-4k? )= 25236k =
50-36k* =1800k?, P =12-10k -15k =120-15k* =1800k*, L = P.
Podstawiajac te same liczby do rownania drugiego otrzymujemy:
L=9-(10k)* +4-(15k)* = 900k” + 4-225k*> =1800k*, P = 20- 6k -15k =1800k°.
Podstawiajac rozwiazania do rOwnania trzeciego otrzymujemy:
L =4-(15k)* + 25-(6k)* =900k + 25-36k > =1800k*, P = 30-6k -10k =1800k>.
Okazuje sig, ze rownania uktadu dla liczb x, y, z sa tozsamo$ciami, zatem dla kazdej liczby
rzeczywistej k, liczby x, y, z sa rozwiazaniami danego uktadu.

Zagadnienie 4.
Wykaz, Zze roznica kwadratow dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8.

Dowad:

Niech 2-k —1,2-k +1- dwie kolejne liczby nieparzyste, gdzie k € C.

Witedy

(2k +1)° = (2k 1) = (2k +1— (2k —1))- (2k +1+ 2k —1) = (2k +1—2k +1)- (4k) = 2- 4k = 8k,
wida¢, ze prawa strona réwnania jest podzielna przez 8, wigc prawa strona tez, gdyz k jest
liczba catkowita.
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Zagadnienie 5.
W koto o promieniu 10 wybrano 99 punktéw. Dowiedziemy, ze wewnatrz kota istnieje punkt
odleglty od kazdego z wybranych punktow o wigcej niz 1.
Rozwigzanie:
Pole kota o promieniu =10 wynosi P = 7 -10% = 7-100 =1007x
W kole o tym promieniu wybrano 99 punktoéw. Ustalmy zbior wszystkich punktow odlegtych
o co najwyzej 1 od ktoregokolwiek z wybranych punktow. Zbior tych ustalonych punktéw
jest suma kot o srodkach w wybranych punktach i promieniu réwnym 1. Kazde takie koto ma
pole rowne 7, zatem suma tych kot ma pole nie wigksze niz 997.
Pole sumy dowolnych figur jest nie wigksze niz suma ich pol.
Wiemy z tresci zadania, ze wyjsciowe pole kota wynosi 1007z, wigc istnieja wewnatrz tego
kota punkty nie nalezace do opisanego zbioru, czyli odlegle o wigcej niz 1 od kazdego
sposrod 99 wybranych punktow.

Zagadnienie 6 .
Wykaz, ze rdznica sze$cianow dwoch kolejnych liczb naturalnych przy dzieleniu przez 6 daje
reszte 1.

Dowod:

Oznaczmy przez n, n+1- kolejne liczby naturalne.

Obliczmy szesciany tych liczb:

n?, (n + 1)3 =n®+3-n? +3-n+1,ze wzoru na szescian sumy dwoch wyrazen.

Roznica szesciandw Wynosi:

(n+1°-n*=3.n"+3.n+1= 3-(n2 + n)+1= 3-k +1,gdzie k =n® +n e C, poniewaz lewa
strona rOwnania daje reszt¢ 1 wigc prawa tez. Zatem zagadnienie rozwiazane.

Zagadnienie 7.
Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie x, ktore spetniaja rownanie:

x4+ x*+x*=3.

Rozwiazanie:
X4 x4 x—x-1=3-15 x> (x+1)+ x-(x+1) - (x +1)= 2
Przenoszac wspolny czynnik przed nawias, otrzymujemy:
X+1=2,
(x+1)-(C+x-1)=2>1{ |
X" +x-1=1.

Z uwagi na fakt, ze dodatnimi dzielnikami liczby 2 sa liczby 2 1 1, mamy:

3 3 2 x=1
X+1=2—>5>x=LXx +X-1=1->X +x:2—>x-(x +1):2—> )

X*+1l=2->x=1

Jedyna liczba catkowita dodatnia spetniajaca rownanie x° +x° +x* =3 jest liczba x=1.
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Zagadnienie 8.
Udowodnij, ze suma trzech kolejnych dowolnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

Dowadd:

Oznaczmy odpowiednio przez

I, =n,1, =n+11, =n+2-Kkolejne dowolne liczby naturalne.

Dodajac te liczby otrzymujemy:

L+, +l,=n+n+1+n+2=3-n+3=3-(n+1)=3m, gdzie m=n+1e N, wigc suma
trzech dowolnych kolejnych liczb naturalnych jest liczba naturalna podzielna przez 3.

Zagadnienie 9.
Jaka jest cyfra setek milionow liczby 35!?

Rozwiazanie:

Zdefiniujmy: n'=n-(n-1)-(n—-2)----- 3-2-1.

Z definicji silni mamy: 351=35-34-33----- 3-2-1

Poczawszy od liczby 34 co druga jest podzielna przez 2, zatem tych liczb jest 17, ponadto
mamy wielokrotnosci liczby 2: 2% = 4,2° = 8,2* =16,2° = 32, czyli dodatkowo mamy kolejne
dwojki. (Ile jest wszystkich dwojek ?) Ponadto co piata liczba jest podzielna przez 5. Wérod
liczb podzielnych przez 5 mamy doktadnie siedem 5 (dlaczego ?), oraz dodatkowo jedna

piatka gdyz 5° = 25. Zatem wszystkich piatek jest doktadnie 8. Licz 2 jest duzo wiecej, zatem

do kazdej piatki mozemy dorzuci¢ dwojke¢. Zauwazmy, ze 10 = 2 -5, wigc
10-10-10-10-10-10-10-10 =10° =100000000Q

Otrzymujemy: 35!= X 00000000, gdzie X- oznacza cyfry naszej liczby przed zerem. Zatem
cyfra setek milionow jest zero.

Zadania do samodzielnego rozwiazania:
1. Jaka jest cyfra dziesiatek milionow liczby 30!
2. Udowodnij, ze iloczyn dowolnej liczby parzystej i nieparzystej jest liczba parzysta.
3. Udowodnij, ze iloczyn dwoch liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta
4. Jaka jest suma cyfr liczby 10*® —2008?
5

. Ktora jest godzina, jesli do konca doby pozostato jeszcze 3 tego co juz uptyngto?



