Wybrane zadania z konkursOw matematycznych dla uczniéw gimnazjow
Zbigniew Stebel

Tres¢ zadan nie jest oryginalna, ich Zroédlem sa takie konkursy jak: Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow oraz Dolnoslaskie Mecze
Matematyczne.
Zadanie 1.
Istnieje nieskonczenie wiele trojek (a,b,c) dodatnich liczb calkowitych, ktore spelniaja rownanie: a’® +3b° = c¢?. Dowies¢.
Dowéd:
Oznaczmy przez n dowolna liczbe catkowita dodatnia, spetniajaca rownanie: a® +3b°® = c?.Najwyzszym wyktadnikiem potegi jest w tym
réwnaniu liczba 6. Liczby 2 i 3 sa dzielnikami liczby 6, zatem ta liczba bgdzie wspdlna dla trzech sktadnikow dodatnich. Lewa strona wynosi:
(nz)3 +3-(n)’=n®+3.n°=4.n°= (2 : n3)2 i rowna sie prawej stronie rownoéci. Zatem a =n’,b = n,c = 2n® sa dodatnimi rozwiazaniami
catkowitymi, wigc kazda trojka liczb postaci (n2 , n,2n3) spetnia réwnanie. Tych trojek jest nieskonczenie wiele, gdyz liczb catkowitych
dodatnich tez jest tyle. Przyktady: (1,1,2), (4,2,16), (9,3,54),....
Zadanie 2.
Nie istnieje dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej liczbg 2" mozna przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej dwoch kolejnych dodatnich liczb
catkowitych. Uzasadni¢.
Dowéd:
Przedstawmy liczbe 2" w postaci sumy kolejnych m- liczb naturalnych dodatnich, gdzie liczby k tez sa takie. Wtedy otrzymujemy:
2"=k+k+)+k+2)+(k+3)+--+(k+m)=(k+k+k+---+k)+@+2+3+---+m). Z rozpisania widac, ze liczbe k dodawalismy m+1-

m(m +1)
—

razy, bo od 0 do m czyli (k +k +k +--- + k) = (m +1)k. Ponadto suma kolejnych liczb naturalnych 1+ 2 +3+---m wynosi

m(m + 1)

Otrzymujemy (1) 2" = (m+21)k + . Rozpatrzmy dwa przypadki gdy ma jest liczba parzysta oraz nieparzysta.

Oznaczmy przez NPAR, PAR odpowiednio zbior liczb nieparzystych i parzystych.
(2r-1)(2r -1+1)

m e NPAR :m = 2r —1,r >1.Podstawiajac do (1) otrzymujemy: 2" = (2r —1+1)k + =2rk +r(2r —1) = r(2k + 2r —1).Liczba

postaci
2k+2r-1=2(k+r)-1 jest nieparzysta wigc nie moze by¢ dzielnikiem liczby 2". Otrzymalis$my sprzecznosc.



2r(2r +1)

m e Par:m = 2r,r > 1. Podstawiajac do (1) otrzymujemy: 2" = (2r + 1)k + =@2r+1)k+r(2r+1) =(2r +1)(k +r). Liczba postaci

2r +1 jest liczba nieparzysta wiec nie moze by¢ dzielnikiem liczby 2", kolejna sprzecznos$¢ konczy dowod.

Zadanie 3.
Prosta ax + by = ¢ przechodzi przez punkt P(-1,2) wtedy i tylko wtedy, gdy b jest érednig arytmetyczna liczb a i ¢c. Dowies¢.

Dowod:
Etap pierwszy:

<Zaldzmy, ze b = %. Pokazemy, ze prosta postaci ax+ by = ¢ przechodzi przez punkt P(-1,2) . Z rownania prostej mamy:

a+cC .. . . .
ax+ % y = ¢. Podstawiajac do ostatniego réwnania wspotrzedne punktu P(-1,2) otrzymujemy:

a+cC

L=a-(-1)+ -2=-a+a+c=c = P,zatem prosta przechodzi przez punkt P(-1.2).

Etap 2:
= Zaldézmy, ze prosta postaci ax+ by = c przechodzi przez punkt P(-12) . Pokazemy, Ze b jest $rednig arytmetyczna liczb a i c.

Podstawiajac wspotrzedne punktu P(-1,2) do rownania prostej ax + by = ¢ otrzymujemy kolejno:

a-(-)+b-2=c—>-a+2-b=c—>2-b=a+c—>b= a+c,czyli istotnie b jest $rednig arytmetyczna liczb a i c.
Zadanie 4.
Liczba 15 jest najwigksza reszta jaka mozna otrzymac z dzielenia liczby dwucyfrowej przez sumg jej cyfr. Uzasadni¢.

*y ,gdzie X,y sajednocyfrowe oraz

Dowaéd: Zapiszmy w postaci algebraicznej dzielenie dowolnej liczby dwucyfrowej przez sumg jej cyfr: 0x
x # 0, gdyz liczba dwucyfrowa nie moze mie¢ postaci 00,01,....Reszta z dzielenia musi by¢ mniejsza od dzielnika (dlaczego?)Maksymalny
dzielnik wynosi 18 (dlaczego?)

Przypu$émy, Ze reszta z dzielenia wynosi 17. Wtedy x=y=9, zatem mamy T SE czyli reszta wynosi 9 1 sprzecznos¢.

Przypu$émy, ze reszta wynosi 16 wtedy x +y wynosi 17 lub 18 (dlaczego?) Zatem otrzymujemy trzy liczby 99, 98, 89.
Kazda z tych liczb daje przy odpowiednich (jakich?) dzieleniach reszty mniejsze niz 16 (dlaczego?) 1 sprzecznos¢.



Przypu$émy, ze reszta wynosi 15, wtedy X+ y wynosi 16, 17 lub 18 (dlaczego ?)Otrzymujemy szes¢ liczb do sprawdzenia:
99,98,89,88,97,79.(sprawdz pig¢ pierwszych z tych liczb)
Dla ostatniej z liczb mamy: % = 4%, czyli najwicksza mozliwa reszta z dzielenia liczby dwucyfrowej przez sume jej cyfr jest liczba 15, co

nalezalo uzasadnic.
Zadanie 5.

Niech a, bgdzie liczba zapisana za pomoca n — jedynek.
Wtedy w sumie a, +a, +a, +a, +---a,, cyfra 1 wystepuje 10 razy. Uzasadni¢.

Dowod:
a, =1

a, =11
a, =111
a, =1111

a,, =1111..111

Dodajac pisemnie otrzymamy:
a, +a, =12

a, +a,+a, =123
a, +a, +a,+a, =1234

(sprawdzi¢)
a, +a,+---+a,; =1234567890L2

a, +a, ++a,, =12345678901234567890 -12345678901234567890

W kazdej dziesiatce cyfr jest doktadnie jedna jedynka a mamy doktadnie 10 dziesiatek, czyli
10-1=10, zatem istotnie mamy 10 jedynek.



