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1. Podstawowe nierownosci.
Nieréwnos¢ 1.
Dla dowolnych liczb rzeczywistych M i N zachodzi nierowno$¢ postaci
(1) M?+N?*>2-M -N.
Dowad.
Metoda 1.
Korzystajac ze wzoru na kwadrat r6znicy dwoch wyrazen

(M-=N)>)’=M?-2-M-N+N?

otrzymujemy M?+N?=(M —=N)*+2-M-N>2-M -N,bo (M — N)? jest liczba nieujemna.

Metoda 2.

Startujac z nierownosci (1) 1 przenoszac wyrazenie z prawej strony na lewa otrzymujemy nierowno$¢ postaci

M?-2-M-N+N?=(M - N)? >0, ze wzoru na kwadrat réznicy. Zatem dowdd zakonczony gdyz kwadrat dowolnej liczby jest liczba
nieujemna.

Nieréwnos¢ I1.

Dla dowolnych liczb dodatnich P 1 Q zachodzi nierownos$¢ postaci

(2)g+%22.

Dowod.

Sprowadzajac lewa strong nierownosci do wspdlnego mianownika otrzymujemy nierdwnos¢ rownowazng postaci:
P, Q_P+Q°
Q P P-Q
P?+Q?%>2-P-Q, przenoszac wyrazenie z prawej strony na lewa i korzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy dwoch wyrazen otrzymujemy
nierdwno$¢ rownowazna postaci

(P -Q)? > 0 prawdziwa dla dowolnych P i Q wiec dla P i Q dodatnich tez.

Nieréwnos¢ II1.
Srednia geometryczna dwoch liczb dodatnich jest nie wigksza od $redniej arytmetycznej tych liczb.

> 2, mnozac obustronnie przez mianownik otrzymujemy
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Dowad.
Chcemy pokaza¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich X 1 Y zachodzi nierownos$¢ postaci:

X+Y
; > /XY,
Mnozac obustronnie nierownos$¢ przez (2) otrzymujemy rOwnowazna nierownos¢ postaci
(3) X +Y =2-/X Y,
podnoszac (3) obustronnie do kwadratu i1 przenoszac wyrazenie z prawej na lewa strong otrzymujemy
(X +Y)*>—4-X -Y >0, stosujac kolejno wzor na kwadrat sumy i réznicy dwoch wyrazen otrzymujemy nierdwnos$é rownowazna (X —Y)? > 0

prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych wigc dla dodatnich rowniez.
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2. Przyklady dowodzenia.

Niech x, y 1 z beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Przyklad 1.
Wykaza¢ nierownos¢
2.-x2+y?+2°22-(y+12)-x
Dowod.
Lewa strona nieréwnosci jest niemniejsza od prawej, bo
2. X4y 422 = (X +y)+(X*+2%)22-Xx-y+2-x-2=2-x-(y+2) =2-(y + z) - Xx,na mocy wzoru (1).
Przyklad 2.
Udowodnij nierowno$¢
(4) x> +y*+2°2X-y+y-2+12-X
Metoda 1.
Z nieré6wnosci (1) mamy

X*+y2>2-x-y

ye+2°>2.y-12

27+ x*>2-2-%,
stad po dodaniu stronami otrzymujemy
2-x*+2-y*+2-2°>2-(X-y+Yy-z+12-Xx), dzielac obustronnie przez liczbe 2 otrzymujemy nierdwnos$é wyjsciowa.
Metoda 2.
Mnozac obustronnie nierdwnos¢ (4) przez liczbg 2 otrzymujemy
2. X°+2- Yy +2-7°22-X-y+2-y-2+2-7-X,
przenoszac co si¢ da na lewa strong nierownosci 1 korzystajac ze wzoru na kwadrat roznicy otrzymujemy
(X =2-x-y+y)+(y*—2-y-z+2°)+(z2°-2-2-x+ x?)
=(x=y)*+(y-2)" +(z-x7" 20,
co konczy dowad.
Komentarz: Kwadrat dowolnej liczby jest liczba nieujemna, a suma liczb nieujemnych tez jest nieujemna.
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Przyklad 3.
Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich p i q zachodzi nieréwnos¢

1 1
(p+a):(=+-)>4

p q
Dowod.

11 + +
(p+@)-(-+)= P04 B
P q

—+ =
p q

- |o
+
- |
+
o |o
+
o |o
Il

na mocy na wzoru wczesniej uzasadnionego (2).
—Pi Y0524 2-4,
qa p

Przyklad 4.
. : . . .. . 1 9 . .
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich p, q, r zachodzi nieréwnos$¢ postaci —+ —+ = > ————. Kiedy zachodzi
P q r p+q+r
rownos¢?
Dowad.

Pomno6zmy obustronnie przez mianownik prawej strony nierownosci. Wowczas otrzymamy nierowno$¢ rOwnowazng

(p+q+r)- (i + 1 + 1) > 9, ktéra mamy uzasadnic.
p r

Badamy lewa strong (p+q+r)-(1+£+l): pra+r + p+q+r+ pra+r :1+E+L+£+1+£+£+3+12 3+6=09,bo
p

q r P aq r PP q q r r

+ﬂ22, B+L22, .55 na mocy (2).
p

rp r-q

_Q|'c

Przyklad S.
Korzystajac z nieréwnosci (3) udowodni¢ nierowno$¢ postaci

a+brc+d >4/a-b-c-d, dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich.

Dowod.
Mamy pokaza¢ prawdziwos¢ nierdwnosci rownowaznej postaci
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(4) a+b+c+d=>4-Ya-b-c-
a+b+c+d>2-va-b+2-+c-d =2-(vVa-b++c-d)=>2- 2Va b =4-((a-b-c- d) )2 po dwukrotnym zastosowaniu nieréwnosci (3)

1z wlasnosci 1loczynu p1erw1astkow stopnia 2. Z wlasnos$ci potqgl oraz notaql pierwiastka stopnia 4 otrzymujemy nieréwnos¢

1
a+b+c+d>4-(a-b-c-d)*=4-Ya-b-c-d.
Przyklad 6.
Uzasadnij, ze bezposrednim wnioskiem z nierdwnosci (4) jest nierdwno$¢ postaci

(5) a+Tb+c >3/a-b-c, prawdziwa dla dowolnych trzech liczb rzeczywistych a, b, ¢ dodatnich.

Dowad.
Podstawmy w nieréwnosci (4) d = ¥/a-b-c. Wtedy nierdwno$¢ ta przyjmie postaé

a+b+c+%¥a-b-c> 4-\/a-b~c~3\/a-b-c, z wlasnosci potggi oraz iloczynu poteg mamy

1 4 1
a+b+c24-4\/a-b-c-(a-b-c)3 —3a-b-c=4-(a%-b3-c3)*—+Ja-b-c=4-%a-b-c —%a-b-c,zatem
a+b+c>3-Ya a+:+c >3a-b-c.

Uwagi:
Wyrazenie postaci va-b nazywamy $rednia geometryczna dwoch nieujemnych liczb.

Wyrazenie postaci nazywamy $rednig arytmetyczna dwoch nieujemnych liczb.

Wyrazenie postaci nazywamy $rednig harmoniczna dwdch dodatnich liczb.

1 1
7+7
a b

Przyklad 7.
Uzasadni¢, ze zachodzi podwojna nierowno$¢ postaci

2 S\/a-bsa+b.
1 1 2
7+i
a b
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Najpierw udowodnimy, ze §rednia geometryczna jest niewigksza od §redniej arytmetycznej. W drugiej czg¢$ci dowodu pokazemy, ze $rednia
harmoniczna jest niewigksza od $redniej geometryczne;.

Dowod.

(*)

Niech a i b oznaczaja dowolne liczby nieujemne. Ze wzoru na kwadrat réznicy otrzymujemy

o<(Wa-+b)’=a+b-2-vJa-+b=2-Ja-vb<a+b=2-JJa-b<a+b

a+b
= Ja-b < >

*)

Zat6zmy teraz, ze a i b sa dodatnie oraz zachodzi nierd6wno$¢ postaci va-b <

a+b

, stad otrzymujemy nastgpujacy ciag nieroOwnosci

a’-b? a+b a-b a+b
< = < =2-a-b<(a+bh)-va-b
a-b 2 Ja-b 2 ( )

2-a- 2 2
abs a-bh=>——= <+<a-b.
a+b atb 1 N 1
a-b a b
Przyklad 8.
Sposrod wszystkich prostokatéw o danym obwodzie wyznaczy¢ prostokat majacy najwigksze pole.
Rozwigzanie:

Niech 2a bedzie danym obwodem prostokata. Chcemy aby zmienne pole tego prostokata xy bylo jak najwigksze. Oznaczmy $rednia
arytmetyczng wielko$ci dodatnich x 1y przez m, za$ przez d oznaczmy $rednia arytmetyczna wielko$ci x 1 —y. Wtedy mozemy zapisaé uktad
roOwnan prosty do rozwiazania. Po dodaniu stronami otrzymujemy
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X+Y
m=- X+y=2-m
= =2-x=2-m+2-d
J_XY T x-y=2.d
2

=Xx=m+dAy=m-d.
Zatem pole prostokata wynosi
_(x+y) 42
4
Poniewaz d* > 0 poza przypadkiem gdy d=0 wiec otrzymujemy stad nieréwno$¢ postaci

2
X-y < (x:y) =Xy < X;y,przyczym JX-y =% gdy d=0 i x=y=m.

x-y=(m+d)-(m-d)=m’-d?

2
Wobec tego, ze x+y=a wynika ze pole Xy przyjmuje warto$¢ maksymalna aT, gdy x:y:% , czyli dla kwadratu. Jednocze$nie udowodnili$my, ze

VSmax S X+y

Whiosek (wlasnos¢ dla minimum):
Sposrod wszystkich prostokatéw o danym polu kwadrat ma najmniejszy obwaod.

Dowod:

, czyli wzor (3), dla x, y przyjmujacych wartosci dodatnie.

X+ y)2 z drugiej strony. Latwo wida¢, ze 4-x-y < (x + y)°. Niech I bedzie danym polem prostokata. Wtedy

Popatrzmy na nierownos¢ x-y < (

jego potowa obwodu wynosi
2-1<x+y, zatem 4-1<2-x+2-y, czyli obwdd przyjmuje warto§¢ najmniejsza 41 dla kwadratu o boku 2- JI.Zatem 4.1 < Ob,,;,



Materialy pomocnicze dla gimnazjalistéw 9
Rok szkolny 2008/2009

3. Zadania rozwigzane i szKkice rozwiazan

Zadanie 1.
Ustawmy n kolejnych liczb naturalnych w ciag rosnacy i malejacy 1 dodajmy je stronami:
1 2 cee n
n n-1. .- 1
n+l1 n+1 .- n+1

W pierwszym i drugim wierszu mamy sumy n — kolejnych liczb naturalnych, zatem jest ich 2-S, . Kazda liczba dodana jest postaci n+1 i jest ich

. . . . . 1
doktadnie n, zatem 2-S, = n(n+1), czyli suma n — kolejnych liczb naturalnych wynosi: S, = n(n+1) :
2
Poniewaz n — ta liczba trdjkatna jest n- ta suma kolejnych liczb naturalnych, wigc T, = n(n2+ ) .
Zadanie 2.
) , . . n(n+1) L, ..
Liczba trojkatna wyraza si¢ wzorem T, = ,n € N. Dowies¢ indukcyjnie.
Dowdd (indukcyjny)
. 1-(1+1) .. . . .
(1) Dlan=1 mamy T, = =1 czyli pierwsza liczbe trojkatna, O jest stuszne.
(i)  Zaldézmy, ze wzor jest prawdziwy dla danej k — tej liczby naturalnej, to znaczy 1+2+3+---+k = k(k+1) k>1
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(ili)  Uzasadnimy teraz stuszno$¢ tezy indukcyjnej postaci: 1+2+3+---+k +(k +1) = W , dla k+1 — szej liczby naturalnej.

Korzystajac z zatozenia indukcyjnego mamy:
k(k2+1) f (k1) = k(k2+1) . 2(k2+1) G +1)2(k +2) _

Z zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzor na obliczanie n — tej liczby tréjkatnej jest stuszny dla dowolnej liczby naturalne;.

P.

L=1+2+3+---+k+(k+1) =

Cwiczenie 8.
ZnaleZC TlOO 1T150 1T200 1T1000 ,T2008 "

Zadanie 3.
Znalez¢ wzor na sume na sume n- kolejnych liczb nieparzystych: 1+3+5+---+(2n-1) =?
Rozwiazanie:
1=1
o 1+3=4
Zauwazmy, 7€
1+3+5=9

1+3+5+7 =16
1+3+5+7+9=25

1+3+5+7+9+11=36
1+3+5+7+9+11+13=49

1+3+5+7+9+11+13+15=64
Zatem 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+---+(2n-1) = n®.

Zadanie 4.

Dowie$¢ indukcyjnie, ze 1+3+5+---+(2n-1) =n*,ne N.
Dowod (indukcyjnie)

Q) Sprawdzmy wzo6r dla najmniejszej liczby naturalnej n, =1.



Materialy pomocnicze dla gimnazjalistéw 11
Rok szkolny 2008/2009

L=1,P=1*=1L=P.
(i)  Zalozenie indukcyjne: dla danej k — tej liczby naturalnej zachodzi wzér postaci: 1+3+5+---+ (2k —1) = k*,k > 1.
(i)  Korzystajac z zatozenia indukcyjnego udowodnimy prawdziwos¢ tezy indukcyjne;j
postaci:1+3+5+---+ (2k —=1) + (2k +1) = (k +1)?, dla k+1 — szej liczby naturalnej.
L=k?’+(Q2k+1)=k*+2k+1=(k+1)*=P.
Uzasadnili$my prawdziwos¢ tezy indukcyjnej na podstawie zatozenia indukcyjnego, zatem z zasady indukcji matematycznej wynika
shuszno$¢ wzoru dla kazdej liczby naturalne;.
Cwiczenie 9.
Znalez¢ sumg¢ 2+4+6+---+2n="?
Cwiczenie 10.
Dowies¢ indukcyjne znaleziony w ¢wiczeniu 9 wzdr na sume n liczb parzystych.
Zadanie 5.
Ile wynosi suma kwadratow kolejnych n- liczb naturalnych?
Rozwiazanie:

Chcemy znalezé sume 1% + 2% +3* +4% +.--+n® =72
Korzystajac ze wzoru na szeScian sumy (przypomnij trojkat Pascala) otrzymujemy:
(k+1)° -k®=k®+3k® +3k +1—k*® =3k? + 3k +1.
Podstawiajac w miejsce k kolejno liczby od 1 do n mamy:
2° —1° =3-12 +3-1+1
32 —2°=3-22 +3-2+1
4% —3® =3-3° +3-3+1
5% 4% =3.47 +3-4+1
6% —-5° =3-52 +3-5+1
(n+1)°® -—n®=3-n>+3-n+1
Dodajac powyzsze n rOwnan Stronami otrzymamy:
(N+1)°%-1=3-(1*+22+3°+---+n?)+3-(1+2+3+---+N)+n
porzadkujac wyrazenia i korzystajac ze wzoru na sume n — kolejnych liczb naturalnych:
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> (n+1)°-1-n=3-1*+2°+--+n*)+3-(1+2+---+n)

_>(”+1)3—(n+1)=3-(12+22+---+n2)+3.M

— (n+1)-((n+1)? —1)—g-n(n+1)=3-(12 +2% 4. 4n%)

2
R 2(n+1)(n° +2n)-3n(n+1) —3.(1% 422 -1 n?)

2
2 2
N (n+1)(2n 3+4n 3n) _ (n +1)(§n +n) C3. (2427 44 1?)
Dzielac ostatnig réwnos¢ obustronnie przez 3 otrzymujemy:
n(n +1)6(2n +1) 12197 42

Cwiczenie 11.
Uzasadni¢ indukcyjnie wzor z zadania 5.

Zadanie 6.

Istnieje nieskonczenie wiele trojek (a,b,c) dodatnich liczb catkowitych, ktére spelniaja rownanie: a® +3b° = ¢ Dowiesé.

Dowad:

Oznaczmy przez n dowolna liczbe catkowita dodatnia, speniajaca rownanie: a® +3b° = ¢®.Najwyzszym wyktadnikiem potegi jest w tym
rownaniu liczba 6. Liczby 2 1 3 sa dzielnikami liczby 6, zatem ta liczba bgdzie wspodlna dla trzech sktadnikoéw dodatnich. Lewa strona wynosi:
(n2)3 +3-(n)’=n®+3.n°=4.n°= (2 : n‘°’)2 i rowna sie prawej stronie rownosci. Zatem a = n”,b = n,c = 2n® sa dodatnimi rozwiazaniami
catkowitymi, wigc kazda trojka liczb postaci (n 2 n,2n3) spetnia rownanie. Tych trgjek jest nieskonczenie wiele, gdyz liczb catkowitych
dodatnich tez jest tyle. Przyktady: (1,1,2), (4,2,16), (9,3,54),....

Zadanie 7.

Nie istnieje dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej liczbe 2" mozna przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej dwoch kolejnych dodatnich liczb
catkowitych. Uzasadni¢.

Dowad:

Przedstawmy liczbe 2" w postaci sumy kolejnych m- liczb naturalnych dodatnich, gdzie liczby k tez sa takie. Wtedy otrzymujemy:
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2"=k+(k+)+k+2)+(k+3)+---+(k+m)=(k+k+k+---+k)+@+2+3+---+m). Z rozpisania widac, ze liczb¢ k dodawalismy m+1-

m(m +1)
—

razy, bo od 0 do m czyli (k + k + k +--- + k) = (m + 1)k. Ponadto suma kolejnych liczb naturalnych 1+ 2 +3+---m wynosi

m(m +1) . Rozpatrzmy dwa przypadki gdy ma jest liczba parzysta oraz nieparzysta.

Otrzymujemy (1) 2" = (m+21)k +
Oznaczmy przez NPAR, PAR odpowiednio zbior liczb nieparzystych i parzystych.

@r=D@r=1+1 50 | r2r—1) = r(2k + 2r ~1). Liczba

m e NPAR :m = 2r —1,r > 1. Podstawiajac do (1) otrzymujemy: 2" = (2r —1+1)k +

postaci
2k+2r-1=2(k+r)-1 jest nieparzysta wigc nie moze by¢ dzielnikiem liczby 2". Otrzymalis$my sprzecznos¢.

m e Par:m = 2r,r > 1. Podstawiajac do (1) otrzymujemy: 2" = (2r + 1)k +w =@2r+1)k+r(2r+1) =(2r +1)(k +r). Liczba postaci

2r +1 jest liczba nieparzysta wiec nie moze by¢ dzielnikiem liczby 2", kolejna sprzeczno$¢ konczy dowod.
Zadanie 8.
Prosta ax+ by = ¢ przechodzi przez punkt P(-1,2) wtedy i tylko wtedy, gdy b jest srednia arytmetycznag liczb a i c. Dowie$¢.

Dowod:
Etap pierwszy:

< Zatézmy, ze b = %. Pokazemy, ze prosta postaci ax+ by = ¢ przechodzi przez punkt P(-1,2) . Z rownania prostej mamy:

a+c .. . . . . .
ax+ > y = c. Podstawiajac do ostatniego réwnania wspotrzedne punktu P(-1,2) otrzymujemy:

a+cC

L=a-(-1)+ -2=-a+a+c=c = P,zatem prosta przechodzi przez punkt P(-1.2).

Etap 2:
= Zaldézmy, ze prosta postaci ax+by = c przechodzi przez punkt P(-12) . Pokazemy, Ze b jest Srednig arytmetyczna liczb a i c.

Podstawiajac wspotrzedne punktu P(-1,2) do rownania prostej ax + by = ¢ otrzymujemy kolejno:

a-(-)+b-2=c—>-a+2-b=c—>2-b=a+c—>b= a+c,czyli istotnie b jest $rednig arytmetyczna liczb a i c.

Zadanie 9.



Materialy pomocnicze dla gimnazjalistéw 14
Rok szkolny 2008/2009

Liczba 15 jest najwicksza reszta jaka mozna otrzymac z dzielenia liczby dwucyfrowej przez sumg jej cyfr. Uzasadnic.

Dowaéd: Zapiszmy w postaci algebraicznej dzielenie dowolnej liczby dwucyfrowej przez sume jej cyfr: 10x+y ,gdzie x,y sa jednocyfrowe oraz
X+Yy

x # 0, gdyz liczba dwucyfrowa nie moze mie¢ postaci 00,01,....Reszta z dzielenia musi by¢ mniejsza od dzielnika (dlaczego?)Maksymalny
dzielnik wynosi 18 (dlaczego?)

D : 99 9 . D
Przypu$émy, ze reszta z dzielenia wynosi 17. Wtedy x=y=9, zatem mamy T SE czyli reszta wynosi 9 i sprzecznos¢.

Przypu$émy, ze reszta wynosi 16 wtedy x +y wynosi 17 lub 18 (dlaczego?) Zatem otrzymujemy trzy liczby 99, 98, 89.
Kazda z tych liczb daje przy odpowiednich (jakich?) dzieleniach reszty mniejsze niz 16 (dlaczego?) i sprzecznos¢.
Przypu$émy, ze reszta wynosi 15, wtedy x+y wynosi 16, 17 lub 18 (dlaczego?)Otrzymujemy szes¢ liczb do sprawdzenia:
99,98,89,88,97,79.(sprawdz pig¢ pierwszych z tych liczb)

L 9 15 e . . . . . . . .
Dla ostatniej z liczb mamy: 6 4E, czyli najwigksza mozliwa reszta z dzielenia liczby dwucyfrowej przez sume jej cyfr jest liczba 15, co

nalezalo uzasadnic.
Zadanie 10.

Niech a, bedzie liczba zapisana za pomoca n — jedynek.
Wtedy w sumie a, +a, +a, +a, +---a,, cyfra 1 wystepuje 10 razy. Uzasadnic¢.

Dowod:
a, =1

a, =11
a, =111
a, =1111

a,, =1111..111

Dodajac pisemnie otrzymamy:
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a, +a, =12
a, +a,+a, =123
a, +a,+a,+a, =1234
(sprawdzi¢)
a, +a,+---+a; =123456789012

a, +a, +---+a,, =1234567890234567890--12345678901.234567890

W kazdej dziesiatce cyfr jest doktadnie jedna jedynka a mamy doktadnie 10 dziesiatek, czyli
10-1=10, zatem istotnie mamy 10 jedynek.

Zadanie 11.
Dowies¢, ze \3—/8 + /524 +/7 - /48 =1.
Dowod:

Wyrazenia podpierwiastkowe wystarczy zwina¢ w petny kwadrat i skorzysta¢ ze wzoru na kwadrat roznicy:
(A-B) =A?-2-A-B+B”
Mamy kolejno:

V3-8 =v3-2:v2 =\2-2.V2+1=V2-1] =(V2-1)

V524 =5-2.4/6 =5-2-42:3 =\3-2.42-43+2 = (V3 -2) =(V3-2)
V748 =\7-2./3.4 =\/3—2-\/5-\/Z+4=\/4—2~\/Z-\/§+3=m=(2—\/§)
L=v3-8 +/5-24 +7-/48 = (V2 -1)+ (3-2) + (2-/3) =

(V2 -V2)+(3-3)+(2-1)=1="P.

Lewa strona rOwnania wyjsciowego jest rowna prawej, co konczy dowadd.
Zadanie 12.
Wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania uktadu rownan
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25x% +9y? =12yz
9y® +4z% = 20xz w liczbach rzeczywistych x, y, z.
477 + 25x% = 30xy

Rozwiazanie:

Widzimy, ze uktad réwnan nie jest uktadem réwnan liniowych. Poprébujemy doda¢ te rownania do siebie, moze co$ wyjdzie.
Dodajac obustronnie réwnania tego uktadu otrzymujemy:

25x% +9y? +9y® +4z2% + 42% + 25x* =12yz + 20xz + 30xy

— 50x% +18y° + 82 =12yz + 20xz + 30xy.

Przenoszac wszystko z prawej strony na lewa otrzymujemy:

50x® —30xy +18y”® —12yz + 8z — 20xz = 0.

Grupujac sprytnie wyrazy otrzymujemy:

(25x2 —30xy + 9y2)+ (25x2 — 20Xz + 422)+ (9y2 —12yz + 422): 0.
Korzystajac ze wzoru na kwadrat r6znicy dwoch wyrazen otrzymujemy:
(5x—3y)* +(5x - 2z)* +(3y —2z)° = 0.

Otrzymalismy roéwnanie rownowazne z uktadem rownan danym w zadaniu.
Zaldzmy, ze trojka liczb (X, y, z) jest rozwiazaniem danego uktadu rownan.

Wiadomo, ze suma kwadratow jest zerem, gdy kazdy kwadrat jest zerem (dlaczego?)
Zatem z ostatniego roOwnania mamy:

5x-3y =0, 5x-2z=0, 3y-2z=0.

Otrzymujemy: 2z = 5x = 3y.

Potdézmy w miejsce x, y, z takie liczby, takie aby ostatnie rownanie bylo prawdziwe.
Mamy:

2:15=5.6 =3-10,— 30 = 30 = 30, zatem x=6, y=10, z=15.

Niech teraz k- oznacza pewna liczbe rzeczywista. Mozemy potozyc¢:

Xx=6-k, y=10-k, z=15-k.Okazuje si¢ze 30-k =30-k =30-k.
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X=6-k,
Zatem trojka liczb postaci: y =10-k,gdzie k e R jest rozwiagzaniem danego uktadu réwnan.
z=15-Kk,

Zadanie 13.
Sprawdzi¢, ze trojka liczb postaci (6k, 10k, 15k) jest rozwiazaniem uktadu

25x% +9y* =12yz
9y’ +4z2% = 20xz , gdzie x, y, z sa liczbami rzeczywistymi.
47% + 25x° = 30xy

Sprawdzenie:

Liczby x=6k, y=10k, z=15k sa rzeczywiste bo k € R.
Podstawiajac te liczby do rownania pierwszego otrzymujemy:

L = 25-(6k)* +9(10k)* = 25-36k? +9-100k? = 25-(36k2 +9-4k2): 25.2-36k’ =
50-36k* =1800k*,P =12-10k -15k =120-15k* =1800k*,L = P.

Podstawiajac te same liczby do rownania drugiego otrzymujemy:

L=9-(10k)* +4-(15k )’ = 900k? + 4-225k? =1800k?, P = 20- 6k -15k =1800k>.
Podstawiajac rozwigzania do rOwnania trzeciego otrzymujemy:

L =4-(15k)* + 25-(6k)* =900k ? + 25-36k > =1800k*, P = 30- 6k -10k = 1800k .

Okazuje sig, ze rownania uktadu dla liczb X, y, z sa tozsamos$ciami, zatem dla kazdej liczby rzeczywistej k, liczby X, y, z sa rozwigzaniami
danego uktadu.

Zadanie 14.
Wykaz, ze rdznica kwadratoéw dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8.

Dowod:

Niech 2-k —1,2-k +1— dwie kolejne liczby nieparzyste, gdzie k C.

Witedy (2k +1)° — (2k —1)* = (2k +1— (2k —1))- (2k +1+ 2k —1) = (2k +1— 2k +1)- (4k) = 2- 4k = 8k,
wida¢, ze prawa strona roOwnania jest podzielna przez 8, wigc prawa strona tez, gdyz k jest liczba catkowita.
Zadanie 15.
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W koto o promieniu 10 wybrano 99 punktow. Dowiedziemy, ze wewnatrz kota istnieje punkt odlegly od kazdego z wybranych punktéw o wigcej
niz 1.

Rozwiagzanie:

Pole kota o promieniu =10 wynosi P = 7 -10° = 7-100 =100z

W kole o tym promieniu wybrano 99 punktéw. Ustalmy zbior wszystkich punktow odleglych o co najwyzej 1 od ktoéregokolwiek z wybranych
punktow. Zbidr tych ustalonych punktéw jest suma kot o srodkach w wybranych punktach i promieniu rownym 1. Kazde takie koto ma pole
rowne ,zatem suma tych kot ma pole nie wigksze niz 997.

Pole sumy dowolnych figur jest nie wigksze niz suma ich pol.
Wiemy z treéci zadania, ze wyjsciowe pole kota wynosi 1007z, wige istnieja wewnatrz tego kota punkty nienalezace do opisanego zbioru, czyli

odlegle o wigcej niz 1 od kazdego sposrod 99 wybranych punktow.

Zadanie 16.
Wykaz, ze rdznica szescianow dwoch kolejnych liczb naturalnych przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1.

Dowad:

Oznaczmy przez n, n+1- kolejne liczby naturalne.

Obliczmy szesciany tych liczb:

n®, (n+1)°=n°®+3-n? +3-n+1ze wzoru na szescian sumy dwoch wyrazen.

Roéznica szescianOw wynosi:

(n+1)0—n®*=3.n"+3.n+1= f:’»-(n2 + n)+1 =3-k +1,gdzie k =n? + n e C, poniewaz lewa strona rownania daje reszte 1 wiec prawa tez.
Zatem zagadnienie rozwigzane.

Zadanie 17.
Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie x, ktore spelniaja rownanie:

xZ+x3+x* =3.

Rozwiazanie:
X' X x—x-1=3-15 x> (x+1)+ x-(x+1)- (x +1) =2
Przenoszac wspdlny czynnik przed nawias, otrzymujemy:

1=2,
(x+1)-(x3 +x—1)= 2> {X3X++x—1:1.
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Z uwagi na fakt, ze dodatnimi dzielnikami liczby 2 sa liczby 2 i 1, mamy:
x=1

X+1=2 > x=1x+x-1=1-x*+x=2 - x-(x’ +1)=2—>{ ,
X“+1=2—>x=1

Jedyna liczba catkowita dodatnia spetniajaca rownanie x* + x* + x* =3 jest liczba x=1.

Zadanie 18.

Udowodnij, ze suma trzech kolejnych dowolnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

Dowad:

Oznaczmy odpowiednio przez

I, =n,l, =n+11, =n+2-Kkolejne dowolne liczby naturalne.

Dodajac te liczby otrzymujemy:

l,+1,+l,=n+n+1+n+2=3-n+3=3-(n+1)=3m, gdzie m=n+1e N, wiec suma trzech dowolnych kolejnych liczb naturalnych jest liczba

naturalna podzielna przez 3.

Zadanie 19.

Jaka jest cyfra setek miliondéw liczby 35!?

Rozwigzanie:

Zdefiniujmy: n'=n-(n-1)-(n—-2)----- 3-2-1.

Z definicji silni mamy: 35!1=35.34-33----. 3-2-1

Poczawszy od liczby 34 co druga jest podzielna przez 2, zatem tych liczb jest 17, ponadto mamy wielokrotnosci liczby

2:2% =4,2° =8,2" =16,2° = 32, czyli dodatkowo mamy kolejne dwdiki. (Ile jest wszystkich dwojek?) Ponadto co piata liczba jest podzielna

przez 5. Wsrod liczb podzielnych przez 5 mamy doktadnie siedem 5 (dlaczego?), oraz dodatkowo jedna piatka gdyz 5° = 25. Zatem wszystkich

piatek jest doktadnie 8. Licz 2 jest duzo wigcej, zatem do kazdej piatki mozemy dorzuci¢ dwojke. Zauwazmy, ze 10 = 2 -5, wigc

10-10-10-10-10-10-10-10 = 10° = 100000000

Otrzymujemy: 35!= X 00000000 gdzie X- oznacza cyfry naszej liczby przed zerem. Zatem cyfra setek milionow jest zero.

Zadanie 20.

Ile jest palindroméw trzyznakowych utworzonych z liter {A,B,C,D,E}?

Rozwigzanie:

AAA, ABA, ACA, ADA, AEA

BBB, BAB, BCB, BDB, BEB

CCC, CAC, CBC, CDC, CEC
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DDD, DAD, DBD, DCD, DED
EEE, EAE, EBE, ECE, EDE
Jak wida¢ w kazdym wierszu i kazdej kolumnie wystepuje po 5 palindromow, czyli jest doktadnie 5-5 = 25palindromow.

Zadanie 21.

Ile jest wszystkich trzycyfrowych liczb palindromicznych utworzonych ze wszystkich cyfr uktadu dziesigtnego?
Rozwiazanie:

Szukamy tych liczb ze zbioru cyfr {0,1,2,...,9}.

Uktady typu 000,010, itp. odpadaja gdyz nie sa liczbami.

101 202 --- 909
111 212 --- 919
191 292 --- 999

W kazdym wierszu wystepuja na poczatku i koncu liczb cyfry od 1 do 9, za§ w kazdej kolumnie liczby o srodkowych cyfrach od 0 do 9. Zatem
jest doktadnie 9-10 =90 trzycyfrowych liczb palindromicznych.

Zadanie 22.

Ile jest wszystkich palindromow pigciocyfrowych?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez |- liczbg utworzona z n — cyfr. Na przyktad przez 1=9 oznacza¢ bgdziemy liczbg dziewigciocyfrowa.
Dla 1=2 mamy doktadnie 9 palindroméw:11,22,33,44,55,66,77,88,99.

Dla I=3 mamy doktadnie 90 palindroméw (zadanie 2)

Dla 1=4 mamy réwniez 90 palindromow.

Uzasadnienie:

1001 2002 --- 9009

1111 2112 --- 9119

1991 2992 --- 9999

W kazdym wierszu jest doktadnie dziewigc liczb, za§ w kazdej kolumnie jest ich doktadnie dziesie¢, wigc wszystkich palindromow
czterocyfrowych jest doktadnie 9-10=290.

Dla I=5 palindroméw mamy doktadnie 900. Dlaczego?
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Kazda liczba palindromiczna pigciocyfrowa jest postaci:
labcl 2abc2 --- 9abc9

Wszystkich liczb tej postaci jest doktadnie dziewig¢.

Zauwazmy, ze liczb palindromicznych trzycyfrowych abc jest doktadnie 90 (zadanie 2). Pozostaly symbole postaci 000,
010,020,030,040,050,060,070,080,090, czyli doktadnie jest ich 10.

Zatem w kazdym wierszu mamy 9 liczb, za§ w kazdej kolumnie doktadnie 90+10=100 liczb. Ostatecznie wszystkich liczb palindromicznych
pigciocyfrowych jest 9-100=900.

Zadanie 23.

Ile jest wszystkich palindromdéw pigciocyfrowych w systemie dwojkowym?

Rozwigzanie:

Tworzymy liczby palindromiczna ze zbioru {0,1}

W systemie dwdjkowym istnieje doktadnie jedna dwucyfrowa liczba palindromiczna 11, gdyz 00 nie jest liczba.

Liczb palindromicznych trzycyfrowych jest doktadnie dwie: 111, 101 (dlaczego nie ma wigcej?) Podobnie liczb palindromicznych
czterocyfrowych jest 2, mianowicie 1111,1001.

Liczb pigciocyfrowych jest doktadnie 4: 11111,11011,10001,10101.

Zadanie 24.

Czy liczby pigciocyfrowe palindromiczne w systemie dwojkowym sa palindromami w systemie dziesigtnym?
Rozwiazanie:

Zamienmy liczby z systemu dwojkowego na dziesigtny:

11111=1-2*+1.2° +1.2* +1-2" +1.2° =16 +8+4+2+1=31

11011=1-2* +1-2°+0-22 +1.2" +1.2° =16 +8+ 0+ 2 +1= 27

10001=1-2*+0-2°+0-2°+0-2' +1.2° =16+ 0+0+0+1=17

10101=1-2*+0-2°+1.22+0-2' +1-2° =16+0+4+0+1= 20

Widzimy, ze liczby 31, 27, 17 oraz 20 nie sa palindromami w systemie dziesi¢tnym.
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4. Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1. Ile jest wszystkich palindroméw sze$ciocyfrowych?

Zadanie 2. Ile jest wszystkich liczbowych palindroméw siedmiocyfrowych.

Zadanie 3. Ile jest wszystkich liczbowych palindroméw szesciocyfrowych w systemie dwojkowym?
Zadanie 4. Ile jest wszystkich liczbowych palindroméw siedmiocyfrowych w systemie dwojkowy
Zadanie 5. Jaka jest cyfra dziesiatek milionéw liczby 30!

Zadanie 6. Udowodnij, ze iloczyn dowolnej liczby parzystej i nieparzystej jest liczba parzysta.
Zadanie 7. Udowodnij, ze iloczyn dwoch liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta

Zadanie 8. Jaka jest suma cyfr liczby 10*** —2008?
Zadanie 9. Ktora jest godzina, jesli do konca doby pozostato jeszcze 3 tego co juz uptyneto

Zadanie 10. Uzasadni¢, ze prostokat o polu 25 ma obwdd rowny co najmniej 20.
Zadanie 11. Uzasadnié¢, ze prostokat o obwodzie rownym 25 ma pole rowne co najwyzej 62.
Zadanie 12. Danych jest pig¢ liczb rzeczywistych o tej wlasnosci, ze suma kazdych trzech z nich jest dodatnia. Czy suma wszystkich pigciu liczb
jest dodatnia? Jesli tak to uzasadnij, jesli nie to podaj przyktad.
Zadanie 13. Dlaczego kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna? Uzasadnij.

: : : . : . “+b*+ct
Zadanie 14. Uzasadnic¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierdéwno$¢ % >a-b-c.

a+b+c

Zadanie 15. Czy prawdziwa jest nieréowno$¢ postaci x° + y> > x + y, dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y?

Zadanie 16. Uzasadni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e zachodzi nier6wnos¢ postaci

5. Jab.c.d e<a+b+c+d+e
Ni < c )
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