Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Opracowanie: Zbigniew Stebel

A. Podstawowe pojecia

Definicja 1.
Niepusta rodzing T podzbiorow zbioru Q ,ktora spetnia warunki

A) AcT=AeT

B)jesli A, e T=|J A, e T,n=12,..., nazywamy o — cialem.

Przyklad:

Niech Q = {1,2,3,4,5}. Sprawdz, czy nastepujace rodziny podzbiorow Q:

1. T, =1{0,Q,3}}

2. T, = {0,Q,{1,2,3}, {3,4,5}}

tworza o -ciala. Jesli nie tworza to uzupelnij te rodziny w sposob minimalny, aby otrzymac¢ o -ciata.
Ad(1

A e( %1 = A'={0,Q,{3},{12,4,5}}

AAeT = AUA eT, ={0,Q,{3},{1,2,4,5}},zatem do rodziny T, nalezy doda¢ zbiér {1,2,4,5}.
Ad(2)

AcT, = A ={0,Q,{1,2,3},{4,5}, {3,455}, {1,2}}

AAeT, = AUA ={0,Q,1,23},{45},{3,4,5},{1,2}} ,zatem do rodziny T, nalezy dodaé¢ {4,5},{1,2}.



Definicja 2.
Funkcj¢ rzeczywista P okreslona na podzbiorach przestrzeni zdarzen elementarnych Q tworzacych o —ciato T o wlasno$ciach

(P1) P(A)>0

(P2)jesli A NA, =0,i# j,t0 P(O AHJ = iP(An),

n=1 n=1
(P3) P(Q)=1
nazywamy prawdopodobienstwem.
Trojke (Q, T, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna, zas warunki (P1),(P2),(P3) aksjomatami prawdopodobienstwa.



B. Wilasno$ci prawdopodobienstwa.

1. Monotonicznosé¢
(1) Jedli Ac B= P(A)<P(B)
Dowod:
Zatézmy, ze Ac B.
Wtedy B = AU(B\ A), przy czym AN (B\ A)= 0.Zatem z aksjomatu (P2) otrzymujemy P(B)= P(A)+ P(B\ A).
Na podstawie aksjomatu (P1)  otrzymujemy P(B\ A)>0= P(B)-P(A)> 0= P(B)> P(A), czyli otrzymali$émy nieréwno$¢ P(A)< P(B)
2.
(2) P(A)=1-P(A).
Dowod:
Zauwazmy, 7€
(x) P(B\A)=P(B)-P(A)>0.
Przyjmijmy w tej nieréwnosci B = Q, wtedy otrzymamy P(Q\ A)= P(A’)= P(Q)— P(A) > 0.Z aksjomatu (P3) otrzymujemy P(A")=1-P(A).

3.
(3) P(A)<1.
Dowadd:
Nierownosé (4) jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci (3). Podstawmy w (x) B =€, otrzymujemy P(Q)— P(A)> 0, stad na mocy
aksjomatu (P3) mamy 1—P(A)> 0= P(A)<1.

4,
(4) P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
Dowod:
Dla dowolnych zdarzen A,B mamy AUB = AU(B\(ANB)),gdzie AN(B\(ANB))=0. Namocy aksjomatu (P2) otrzymujemy
P(AUB)=P(A)+P(B\(ANB)). Na podstawie (x) otrzymujemy P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AN B),poniewaz ANB < B.



5. Nierownos$é Boole’a.

) P[QAJSéP(A)

Dowod (indukcyjnie)

Dla n=2 nieréwno$¢ wynika bezposrednio z (4), oraz z faktu ze P(ANB)>0.

Zatozmy prawdziwo$¢ (5) dla pewnego n > 2 dowolnie ustalonego, gdzie ne N .

Uzasadnimy prawdziwos$¢ nierownosci dla n +1-szej liczby naturalnej (teza indukcyjna)
n+l n n+l

P(UAJ (UA} P(A,.,) (U/’» NA., ]SZP(Ai)+ A...) (U/’» NA,, ]<ZAI,gdyz P(UA NA,, j 0.
i=1 i=1 i=1

Udowodnilismy prawdziwos$¢ nierownosci dla n + 1-szej liczby naturalnej w oparciu o zatozenie indukcyjne 1 wlasnosci (4).
Zatem zasada indukcji matematycznej konczy dowdd tej nierdwnosci.



C. Prawdopodobienstwo warunkowe i niezalezno$¢ zdarzen

Rozwazmy przestrzen probabilistyczna (B, T,,P(-/B)), gdzie B Q,P(B)>0, oraz T, = {ANB,Aec T} mamy
Definicja 3. : )
P(ANB
©  PlAIB)="0g
Wyrazenie dane rownaniem (6) nazywamy prawdopodobienstwem A pod warunkiem B. Z rdwnania (6) wynika wzor na prawdopodobienstwo
iloczynu zdarzen A i B:
(7) P(AnB)=P(A\B)-P(B),P(B)>0.
Uogolnienie wzoru (7) dla dowolnych n zdarzen.
Niech P(A, " A, n...nA_,)>0. Wtedy zachodzi wzér:

8) P(AN..nA)=P(A\AN..nA_)PA\AN...0A_)...P(A,\A)-P(A).

JAeT.

Pojecie rozbicia

Zaldézmy, ze Q = U B,,P(B,)>0,B,"B ; =0,i# j.Mowimy wtedy, ze ciag zdarzen {B,,i =12,..., n}tworzy rozbicie, czyli uktad zupeny
i=1

przestrzeni Q.

Cwiczenie 1

Podaj 1 uzasadnij wzor na prawdopodobienstwo calkowite

Jesli ciag zdarzen {B,,i =1,2,...,n}tworzy rozbicie przestrzeni Q, to dla dowolnego zdarzenia Ae T zachodzi wzor

©  P(A)-YP(A\B)-P(E)

Dowod:
Dla dowolnego zdarzenia A:

P(A)=P(ANnQ)= (A M U B ) ( (AnB, )= Zn: P(ANB,)= z; P(A\B,)-P(B,). Trzecia réwnos$¢ wynika z prawa rozdzielnosci
i=1

mnozenia wzgledem dodawania zdarzen, czwarta réwno$¢ z aksjomatu (P2), piata z relacji (7).



Z pojeciem warunkowego prawdopodobienstwa wiaze si¢ wzor Bayesa.
Cwiczenie 2.

Podaj i uzasadnij wzor Bayesa ( wzor na prawdopodobienstwo przyczyny)
Dla dowolnego zdarzenia Ae T dla ktérego P(A)> 0 zachodzi wzor

(10) P(B,\A)= P(A\B,)-P(B,)
| Zin:l P(A\ Bi)' P(Bi)
Dowdd:

Na mocy relacji (6) i (7) oraz (9) otrzymujemy
P(B,\A)= P(B,nA)_P(ANB,) P(A\B,)-P(B,)

, gdzie i e N.

P(A) P(A) 3" P(A\B,)-P(B,)
Definicja 4.
Dwa zdarzenia A i1 B sa niezalezne, wtedy gdy zachodzi réwnanie:
(11) P(AnB)=P(A)-P(B)
Definicja 5. (niezaleznosci rodziny zdarzen)

Niech T bedzie dowolna rodzing zdarzen i zatézmy, ze {A,, A,,..., A, }jest podrodzing zdarzen z T . Jesli spetniony jest warunek

(12) P(ﬂ A j = H P(A), to rodzing t¢ nazywamy rodzing zdarzen niezaleinych.
i=1 i=1
Uwaga:

Niezalezno$¢ zdarzen okreslona relacja (12) jest wlasnoS$cia silniejsza niz niezalezno$¢ parami zdarzeh okreslonej relacja (11).



D. Zadania

1. Rzucamy trzema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo jednakowej liczby oczek na doktadnie dwoch kostkach.

Rozwiazanie:

Q- rzut trzema kostkami do gry, Q ={(x,y,2),x,y,z € {1,2,3,4,5,6}}

Przestrzenia zdarzen elementarnych sa 3-elementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru 6-cio elementowego, liczno$¢ tej przestrzeni wynosi
dokladnie |Q]=n" =6°.

A- zdarzenie, polegajace na wylosowaniu jednakowej liczby oczek na doktadnie dwdch kostkach
A=1{122),(133)(14,4)(155)(L66)(212)(313),(4L4),(515)(6.L6)(2,21),(331),(4,41),(551),6,61)...}

|A| =15-6=90

Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa otrzymujemy P(A) = % = 6§ 2 = % = %

[N

2. Zurny zawierajacej 16 kul czarnych i 2 biate losujemy m kul (bez zwracania). Podaj najmniejsza wartos¢ liczby m, dla ktorej
prawdopodobiefnstwo otrzymania co najmniej raz kuli bialej jest wigksze od >
Rozwigzanie:

18
Q -to sa m-elementowe kombinacje bez powtorzen zbioru 18-to elementowego, |Q| =Cj = (m] .

A’ -zdarzenie przeciwne: zdarzenie polegajace na otrzymaniu wszystkich kul czarnych, sa to m —elementowe kombinacje bez powtorzen

16
zbioru 16-to elementowego, |A|=C; = (mj .



P(A")- prawdopodobienstwo otrzymania w losowaniu wszystkich kul czarnych.

= — = ——< . Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz kuli biatej liczymy ze wzoru P(A) =1-—=.

o
R

J W
3. Podac¢ i udowodni¢ nier6wnos¢ Boneferroniego.
Rozwigzanie:
P(AnB)>P(A)+P(B)-1
Dowdd:
Zauwazmy, ze 0 < P(AUB)<1, stad i z wlasnoéci prawdopodobiefistwa (4) otrzymujemy nieréwno$é rownowazna postaci
0<P(A)+P(B)-P(AnB)<1= P(A)+ P(B)-1< P(An B), co byto do udowodnienia.

3

>

. Dla m > 6 ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa, co tatwo sprawdzic.

I\)ll—‘

/ﬂ\/_\

4. Wiedzac, ze 50% studentow zaliczylo wyklad A, 40%-wyklad B, 30%-wyktad C, 35% wyktady A 1 B, 20% wyktady B i C, 25% wyktady
A'i C oraz 15% - wszystkie trzy wyktady, podaj ile procent studentow zaliczyto co najmniej jeden z wyktadow.

Rozwigzanie:

P(A)=50%, P(B) = 40%, P(C)=30%, P(AnB)=35%, P(BC)=20%, P(AnC)=25%, P(AnBNC)=15%
Stosujac wzor na prawdopodobienstwo sumy trzech dowolnych zdarzen otrzymujemy
P(AUBuUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNC)+P(ANBNC)=

= 50% + 40% + 30% — 35% — 20% — 25% +15% = 55%

Co najmniej jeden z wyktadow zaliczyto doktadnie 55% studentow.



5. Student dojezdza na zajecia rowerem raz na dwa dni, autobusem raz na trzy dni oraz tramwajem raz na sze$¢ dni. Jesli jedzie rowerem,
spdznia si¢ raz na 60 przypadkow, jesli autobusem- raz na 20 przypadkow, jesli tramwajem- raz na 10 przypadkéw. Jakie jest
prawdopodobienstwo spdznienie si¢ studenta ?

Rozwigzanie:

R- zdarzenie, ze student dojezdza na zajgcia rowerem
A- zdarzenie, ze dojezdza autobusem

T- zdarzenie, ze dojezdza tramwajem

1 1 1

P(R)==,P(A)==,P(T)==

R)= 1 p(a)=1 pir)-
P(S)- prawdopodobienstwo spdznienia si¢ studenta na zajecia

1 1 1
P(S\R)=—,P(S\A)=—,P(S\T)=—
( ) 60 ( ) 20 ( ) 10
Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite (9) otrzymujemy
P(S)=P(S\R)-P(R)+P(S\A)-P(A)+P(S\T)-P(T)=
11,11 11 1 1 1_5 18 1

60 2 20 3 10 6 120 60 60 120 24-5 24

Prawdopodobienstwo spoznienia sig studenta na zajgcia wynosi 2

S L . . . 1 . . 1
6. W hotelu znajduja si¢ dwie windy 11 II, przy czym I dziata z prawdopodobienstwem > II dziata z prawdopodobienstwem 3

a jesli nie dziata II, to I nie jest zepsuta z prawdopodobienstwem >

A) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dziata I, gdy I jest zepsuta?

B) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dziata co najmniej jedna z wind ?
Rozwiazanie:
Z tresci zadania wynika, ze

P(A)z%, P(A')z%, P(B)z%, P(B')z%, P(A\ B’)=%.



10

Ad(A)

P(B\ A")= P(BnA’) _P(B)-P(AnB)_P(B)-[P(A)-P(AnB’)] _

P(A) — P(A) P(A)

1 (1 12
P(B)—[P(A)—P(A\B').P(B')]:3_(2_2'3):1

P(A) 1 3
2
Ad(B)
Poniewaz AN (ANB')=0, wigc sumeg zdarzen mozemy przedstawi¢ w postaci
1 1 2
P(AUB)=P(B)+P(ANB)==+===,
(AuB)=P(B)+P(AnB)=1+ 12

7. Sformutuj i udowodnij wzér na prawdopodobienstwo sumy trzech dowolnych zdarzen

Dla dowolnych zdarzen A,B i C zachodzi wzor:

(13) P(AuBuUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(ANC)-P(BNC)+P(AnBANC)

Dowéd:

Z wlasnosci (4) prawdopodobienstwa oraz rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania dla dziatan na zbiorach i1 zdarzeniach
otrzymujemy

P(AuB)uC)=P(AUB)+P(C)-P((AUB)~C)=P(A)+P(B)-P(AnB)+P(C)-P(AnC)u(BNC))=
=P(A)+P(B)-P(AnB)+P(C)-P(AnC)-P(BNC)+P((AnC)n(BNC))=
=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNC)+P(AnBNC)
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