Odkrywanie | dowodzenie wzorow

Zbigniew Stebel

Zagadnienie 1.
Ponizej kolejno pierwsza, druga, trzecia i czwarta liczba trojkatna:
1=1
1+2=3
1+2+3=6
1+2+3+4=10
Ile wynosi n- ta liczba trojkatna, gdzie n e N.

Rozwiazanie:
Oznaczmy przez T, n — ta liczbg trojkatna.
Poniewaz czwarta liczba trojkatna jest suma czterech kolejnych liczb naturalnych, wigc n — ta liczba powinna by¢ suma n — kolejnych liczb
naturalnych.
Zatem T, =1+2+3+---+n.
Ile wynosi suma n — kolejnych liczb naturalnych?
Ustawmy n kolejnych liczb naturalnych w ciag rosnacy i malejacy i dodajmy je stronami:
1 2 cee n

n n-1 1

n+1 n+1 n+1



W pierwszym i drugim wierszu mamy sumy n — kolejnych liczb naturalnych, zatem jest ich 2-S . Kazda liczba dodana jest postaci n+1 i jest ich

doktadnie n, zatem 2-S, = n(n+1), czyli suma n — kolejnych liczb naturalnych wynosi: S, = n(n2+ Y :

. . . . . . . n(n+1
Poniewaz n — ta liczba trojkatna jest n- ta suma kolejnych liczb naturalnych, wige T, = ( 2+ ) .

Zagadnienie 2.
n(n+1)

Liczba trojkatna wyraza si¢ wzorem T, = ,n e N. Dowies¢ indukcyjnie.

Dowéd (indukcyjny)

() Dlan=1mamy T, = 1-(+1)

=1 czyli pierwsza liczbe trojkatna, Co jest stuszne.

_ k(k+1)

(i)  Zalézmy, ze wzor jest prawdziwy dla danej k — tej liczby naturalnej, to znaczy 1+2+3+---+k k>1

(i)  Uzasadnimy teraz stuszno$¢ tezy indukcyjnej postaci: 1+2+3+---+k +(k +1) = W , dla k+1 — szej liczby naturalne;j.

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego mamy:

@+(k+1)=

k(k +1) N 2(k+1)  (k+D)(k+2)
2 2 2
Z zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzor na obliczanie n — tej liczby trojkatnej jest stuszny dla dowolnej liczby naturalne;.

L=1+2+3+---+k+(k+1) = P.

Cwiczenie 1.
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Zagadnienie 3.
Znalez¢ wzor na sume na sume n- Kolejnych liczb nieparzystych: 1+3+5+---+(2n-1) =?

Rozwiazanie:
1=1
. . 1+3=4
Zauwazmy, 7€
1+3+5=9

1+3+5+7 =16
1+3+5+7+9=25

1+3+5+7+9+11=36
1+3+5+7+9+11+13=49

1+3+5+7+9+11+13+15=64

Zatem 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+---+(2n—-1) = n®.
Zagadnienie 4.
Dowies¢ indukcyjnie, ze 1+3+5+---+(2n-1) =n*,n e N.
Dowod (indukcyjnie)
(i) Sprawdzmy wzor dla najmniejszej liczby naturalnej n, =1.
L=1,P=1"=1L=P.
(i)  Zalozenie indukcyjne: dla danej k — tej liczby naturalnej zachodzi wzor postaci: 1+3+5+---+(2k =1) = k*,k > 1.
(i)  Korzystajac z zalozenia indukcyjnego udowodnimy prawdziwosc¢ tezy indukcyjne;j
postaci:1+3+5+---+ (2k —1) + (2k +1) = (k +1)?, dla k+1 — szej liczby naturalnej.
L=k®*+(2k+1)=k*+2k+1=(k+1)*=P.
Uzasadnilismy prawdziwos$¢ tezy indukcyjnej na podstawie zatozenia indukcyjnego, zatem z zasady indukcji matematycznej wynika
shuszno$¢ wzoru dla kazdej liczby naturalne;.



Cwiczenie 2.
Znalez¢ sum¢ 2+4+6+---+2n="?
Cwiczenie 3.

Dowies¢ indukcyjne znaleziony w ¢wiczeniu 3 wzor na sumg n liczb parzystych.
Zagadnienie 5.

Ile wynosi suma kwadratow kolejnych n- liczb naturalnych ?
Rozwigzanie:

Chcemy znalez¢ sume 1% + 2% +3%* +4% +..-+n? =72
Korzystajac ze wzoru na szeScian sumy (przypomnij trojkat Pascala) otrzymujemy:
(k+1)° —k® =k® +3k?* +3k +1—k® =3k? + 3k +1.
Podstawiajac w miejsce k kolejno liczby od 1 do n mamy:

2° —1° =3-17 +3-1+1

32 —2° =322 +3-2+1

4° —3° =3-32 +3-3+1

5% 4% =3.4% +3-4+1

6° - 5% =3.5% +3-54+1

(n+1)°® —n®=3-Nn>+3-n+1
Dodajac powyzsze n rOwnan stronami otrzymamy:
(N+1)°-1=3-1*+2° +3° +---+n?)+3-(L+2+3+---+N)+n

porzadkujac wyrazenia i korzystajac ze wzoru na sume n — kolejnych liczb naturalnych:

>+’ -1-n=3-1*+2°+-+n*)+3-(1+2+---+n)

1
> M+1)°—(n+1)=3-(1* +2? +---+n2)+3-M

— (n+1)-((n+1)? —1)—g-n(n+1)=3-(12 +2% +--.4n%)

. 2(n+1)(n® + zn) —-3n(n+1)

=3.(1*+2%+---+n?



N (n+D(2n*+4n-3n) (n+1)(2n* +n)
3 2
Dzielac ostatnig réwnos¢ obustronnie przez 3 otrzymujemy:
n(n+1)(2n+1)
; 6
Cwiczenie 4.
Uzasadni¢ indukcyjnie wzor z zagadnienia 5.

=3-(1°+2° +---+n?)

=1* +2% +-..+n°.




