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1 WSTEP 2

1 Wstep

W pracy niniejszej przedstawi¢ podstawowe metody rozwiazywania réwnan kwadra-
towych w zbiorze liczb rzeczywistych R. Dlatego w zagadnieniu ,, rozwigz réwnanie
postaci ” mamy na mysli rozpatrywanie rozwiazan tego rownania w zbiorze R.

Jesli w zadaniu zachodzi konieczno$¢ zawezenia zbioru rozwigzan wowczas ozna-
czamy przez Z zbidr liczb catkowitych, przez QQ zbidr liczb wymiernych i przez N
zbidr liczb naturalnych.

W opracowaniu niniejszym nie omawiam zagadnienia poj¢cia funkcji kwadratowej, jej
wykreséw i wtasnosci.Pomijam oznaczenie definicji wyréznika tréjmianu kwadrato-
wego za pomoca symbolu A! chociaz pokazuje rozwiazania zadan tego typu.Pominigte
zostaly catkowicie réwnania kwadratowe z wartoScia bezwzgledna, w ktérych wyko-
rzystujemy definicje wartosci bezwzglednej |z

2 Roéwnania stopnia drugiego

2.1 Teoria i przyklady

Réwnanie stopnia drugiego zwane réwnaniem kwadratowym ma postaé
a-z>+b-x+c=0 (D)

Wspdtczynniki liczbowe a,b i ¢ sg rzeczywiste.
Jesli wspotczymik a = 0 wtedy réwnanie jest rownaniem liniowym postaci

b-x+c¢=0 2)

Jesli wspdtczynnik a # 0 woéwczas mozemy szukaé rozwiazan rownania kwadrato-
wego.

Przyklad 2.1. 322+ 22+ 1 =0, jest rownaniem,ktére nie ma rozwiqzari w R

Przyklad 2.2. —% -x — 5 = 0, nie jest rownaniem kwadratowym gdyz wspotczynnik
rownania kwadratowego a = .

Przyklad 2.3. 2% 4 6 - & — 10 = 0, ma doktadnie dwa rozwiqzania rzeczywiste.
Przyklad 2.4. Rownanie postaci x> + 1 = 0 nie ma w ogéle rozwiqzar w zbiorze R

Szczegdlne przypadki réwnania kwadratowego:

2=n 3)

'A=b2—-4-a-c zréwnania kwadratowego postaci a - 22> +b-z+c=0
2Wartosé bezwzgledng z x definiujemy:

z,x >0

—z,x <0



2 ROWNANIA STOPNIA DRUGIEGO

Jesli n < 0 wtedy pierwiastek nie istnieje w zbiorze R
Jesli n = 0 wtedy istnieje jeden pierwiastek podwodjny

Jesli n > 0 wtedy istnieja dwa pierwiastki czyli dwa rozwigzania réwnania postaci

x1 = —+/n oraz my =./n

Przykiad 2.5. 22 = 16 wtedy x1 = —4 oraz x5 = 4
Przyklad 2.6. 2% = 3 wtedy x1 = —/3 oraz xo = /3
Przyklad 2.7. 22 = 144 wtedy x1 = —12 x5 = 12

a-2*+b-x=0

W tym przypadku réwnanie ma doktadnie dwa rozwiazania postaci:

_ _ b
21 =0, ;2 =—

Twierdzenie 2.1. Pierwiastki rownania kwadratowego postaci
a2 +b-x+c=0

(o ile istniejq) wyznaczamy ze wzoru

Dowo’d.a~x2+b~x+c:a~(:ﬂ2+%~x = -
2

=a (o4 )’ = v g] = a [+ )"+ 255 <0

Rozwiazujac to réwnanie otrzymujemy :

0 o+ b 2_b2—4~a~c
2-a o 4-a

Dzielac réwnanie obustronnie przez a # 0 otrzymujemy:

vt b 2_b2—4~a~c
2-a) 4. q?

Obustronnie pierwiastkujac pierwiastkiem stopnia drugiego otrzymujemy:

b b2—-4-a-c Vb2 —4.a-c
x+2-a 4-a? 2-a

Zatem otrzymaliSmy

co nalezato pokazaé

“

&)
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2.2 Podstawowe wzory skréconego mnozenia

Przypomnijmy wzory skréconego mnozenia:
Wz6r na kwadrat sumy

(a+b)?=a*+2-a-b+c? (6)
Dowdd. Z definicji potggi otrzymujemy:
(a+b)?*=(a+b)-(a+b)=a*+a-b+b-a+b’>=a*+2-a-b+b*
na mocy podobienistwa jednomianéw a - bib- a O
Przyklad 2.8. Rownanie kwadratowe postaci
4-2°+4-2+1=0

ma doktadnie jedno rozwiqzanie v = —% poniewaz ze wzoru na kwadrat sumy réwna-
nie to mozemy zapisac¢ w postaci:

(2~x+1)2:0:$2~:17+1:0éz:f%
Wz6ér na kwadrat r6znicy:

(a—b)?=a?>-2-a-b+1? (7

Dowdd. Z definicji potggi otrzymujemy:
(a—b2=a*~a-b—b-a+(-b*=a>—2-a-b+b*
z podobienistwa jednomianéw —a - b oraz —b - a O
Przyklad 2.9. Rownanie kwadratowe postaci
49-2° —14-2+1=0

ma rownie? doktadnie jedno rozwiqzanie x = % Rownanie to ze wzoru na kwadrat
roznicy mozemy zapisac w postaci:

1
(7'1:—1)2:0:»7%—1:0;»1::?
Wzér na réznice kwadratow:

a? —b*=(a—b)-(a+0) ®)

Dowdd.
(a=b)-(a+b)=a-a+a-b—b-a—b-b=a>—1*

po zredukowaniu wyrazéw podobnych. O
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Przyklad 2.10. Rownanie kwadratowe postaci

2
=90
Ty

V2

ma doktadnie dwa rozwiqzania vy = —5° [ T3 = g
Zauwazimy,Ze rownanie to mozemy zapisac¢ w postaci

Zatem pierwiatkami tego réwnania sq
1 _ V2 1 _ V2

xlz—ﬁ— 2 OT(ZZ.TQZW—T.

2.3 Wzory Viete’a i ich zastosowania w réwnaniach

Twierdzenie 2.2. Wzory Viete'a > majq postaé:

~b
{$1+$2=a

_c
1’1'562—5

gdzie a, b, c sq wspotczynnikami rownania kwadratowego
a-2>+b-x+c=0,(a#0)
Dowdd. Zatézmy, ze

_ —b—Vb2—4-ac —b+vb2—4-a-c
2-a :

r, = o oraz Is =
Wéwczas
—b—Vb2—4-a-c—b+Vb2—4-a-¢c 2-b b
xr1 + X9 = = = —

2-a 2.4 a
Z drugiej strony

o <_b_m> . <_b+m>

2-a 2-a

V-t +4-a-c

c
R 4-a2 a

Przyklad 2.11. Znajdzmy liczbe rozwiqzan rownania kwadratowego postaci

2—k-z4+k+3=0

3 Francois Vie'te (1540-1603) - francuski matematyki i astronom

€))
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w zaleznosci od parametru k € R.
Réwnanie ma dwa rozwiqzania rzeczywiste gdy b> — 4 - a - ¢ > 0. Zatem

E*—4-(k+3)>0=k —4-k-12>0=>(k—2)>-16 >0
\
(k—2—-4)- (k—2+4)>0=(k—6)-(k+2)>0

Zatem dla k € (—o0, —2) U (6, 00) réwnanie ma doktadnie dwa
pierwiastki rzeczywiste.
Rownanie ma doktadnie jedno rozwiqzanie gdy

(k—6)-(k+2)=0

wigc dla k1 = —2 i ko = 6.
Rownanie nie ma pierwiastkéow w zbiorze R ani w Zadnym jego podzbiorze gdy spet-
niona jest nierownosc

(k—6)-(k+2)<0

Zatem dla k € (—2,6) rédwnanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
Przyklad 2.12. Dla jakiej wartosci parametru k € R réwnanie postaci
(k+2)-2°—4-k-z+4-k—1=0

ma doktadnie jedno rozwiqzanie w zbiorze R
Dla k = —2 réwnanie kwadratowe zmienia si¢ na rownanie liniowe postaci:

A k-z4+4-k—1=0

Rozwiqzmy to rownanie

9
—4'(—2)~x+4~(—2)—1:0:>8~x—9:O:>x:g

Zatézmy teraz, ze k # —2, czyli dla réwnania kwadratowego musi byé spetniony
dodatkowy warunek

16-k*—4-(k+2)-(4-k—1)=0

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy rownanie

—28-k+8=0
N[}
82

T8 7

Zatem rownanie kwadratowe ma doktadnie jedno rozwiqzanie
dlak=-21lubk = %
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3 Metody rozwiazywania réwnan kwadratowych

3.1 Zapisywanie lewej strony rownania kwadratowego w postaci
iloczynu wielomianéw stopnia pierwszego
Rozpatrzmy réwnanie kwadratowe
a-2>+b-x+c=0, a#0

Jesli rownanie to ma pierwiastki wymierne wtedy mozna je rozwiazywaé korzystajac
z nastgpujacego alorytmu:

Algorytm 3.1. Jesli w zapisie lewej strony réownania kwadratowego

ai C1
as (6]
zachodzq zaleznosci postaci
al-as = a
Yy = Cl1-Cy=C¢C

ai-cy+as-c1=0>
to wowczas rownanie kwadratowe mozemy zapisa¢ w postaci:
(ap-x+ec1) (a2 -z+c2)=0 10)
Dowdd. Podstawiajac odpowiednie zaleznosci do rwnania kwadratowego otrzymu-

jemy
a1-az-xQ—i—al-02-x+a2~cl-x—|—cl-62:0

i grupujac odpowiednie wyrazy otrzymujemy:
(a1 z+c1) (az-x+ca)=0

co nalezato pokazacd.

Przyklad 3.1. Rozwiqzaé réwnanie postaci:

2—x—2=0

stqd
(a1 z+ca) (a2 z+e)=(x+1) (2-2)=0
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Stadx+1=0, £ —2=0. Zatemx1 = —1 i x50 =2
Sprawdzenie:
aj-aya=1-1=1=a
crrea=1-(-2)=-2=c¢
ai-cp+ax-cg=-2+1=-1=050
Przyklad 3.2. Rozwiqzac rownanie postaci:

6-22—2—-2=0

Zatem (2-z+1)-(3-2—2)=0
Stad otrzymujemy rozwiqzanie: r = —% ix= %
Sprawdzenie:
a1-ax=2-3=6=a
crrea=1-(=2)=-2=c¢
ay-catag-cp=2-(-2)+3-1=-1=b%
Przyklad 3.3. Rozwiqzac rownanie postaci:
2 —r—12=0
1 —4
1 X 3

Zatem (x —4) - (x+3)=0 stgqdx1 = -3 i 2 =4
Sprawdzenie:
ap-ay=1-1=1=a

crrce=(—4)-3=-12=¢
ay-co+az-cp=1-34+1-(-4)=-1=b
Przyklad 3.4. Rozwiqzaé réwnanie postaci:
3-224+6-2-9=0
3 X—Z’)

1 3
Zatem (3-x—3)-(x+3)=0, cyli x1 =3, 22=1
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3.2 Rozwiazywanie rownan z wykorzystaniem wzorow skroconego
mnozenia

Metode rozwiazywania réwnan kwadratowych z wykorzystaniem wzoréw
skréconego mnozenia zilustrujemy na przyktadach

Przyktad 3.5. Rozwiqza¢ réwnanie kwadratowe

2> —16 =10
Ze wzoru na roznice kwadratow otrzymujenty

42 =0=>(x—4) - (x+4)=0
=>r—-—4=0, x4+4=0=>2,=—-4, xo =14
Przyklad 3.6. Rozwiqzac rownanie kwadratowe
4-2°+9=12-x
Rozwiqimy rownanie postaci
422 —12-2+9=0

Ze wzoru na kwadrat réznicy mamy

3
(2-3:—3)2:0:>2-gc—3=0:>gc:5

czyli rownanie ma doktadnie jedno rozwiqzanie (pierwiastek podwajny)
Przyklad 3.7. Rozwiqzac rwnanie kwadratowe

> —5-2+10=0
Ze wzoru na kwadrat réznicy otrzymujemy

5) 25

_72—7 =
(w= )= +10=0
5. 15
(51375) +Z—0

Ostatnie rownanie nie jest prawdziwe w zbiorze R gdyz kwadrat dowolnej liczby jest
liczbq nieujemnq,a suma liczby dodatniej i nieujemnej jest dodatnia a nie réwna zero.

Przyklad 3.8. Rozwiqzac rownanie kwadratowe
72 —14-2+7=0
Wystarczy podzielic¢ to réwnanie obustronnie przez 7 wtedy otrzymujemy
-2 24+1=@-1)>2=0=22-1=0=2=1

wigc rownanie to ma doktadnie jedno rozwiqzanie.
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Przyklad 3.9. Rozwiqzac rownanie kwadratowe
100 - 2 4200 - z + 100 = 0

Rownaniem réwnowaznym do danego jest

24+2.24+1=0
Ze wzoru na kwadrat sumy

(z+1)?=0=z+1=0=z=-1

czyli jedno rozwiqzanie.
Przyklad 3.10. Rozwiqzac rownanie kwadratowe

2?2 4+3-2-2=0

Ze wzoru na kwadrat sumy

3.5 9
) —=-—2=0
(x 4+ 2) 1
zatem oczywistym jest,ze
(+3y ="
27 4
Pierwiastkujqc rownanie pierwiastkiem stopnia 2 many
3 V17
2 _4vY
T+ 5 5
Rownanie ma dwa rozwiqzania rzeczywiste
-3 —-V17 -3+ V17
Tl = , T2 =

2 2

10

Przyklad 3.11. W jednym z dziet stynnego matematyka Diofantosa znajduje sig zada-

nie:

suma dwoch liczb naturalnych wynosi 20, a suma kwadratow tych liczb 208. Jakie to

liczby?

Zatoimy, Ze x,y € N. Z tresci zadania wynikajq dwa réwnania:
x4y = 20 oraz 2% + y* = 208, czyli uktad réwnari.

Metoda ze wzorow skroconego mnoZenia

(z+y)?=a®+2-2-y+y* =202 =208+2- 2y
Zatem2-;v-y:202—2082400—2082192, cylix -y = 96.

Dzielnikami naturalnymi liczby 96 sq:{1, 96,2, 48,3, 32,4,24,6,16, 8,12}

Poniewaz 7 treSci zadania suma liczb jest parzysta oraz z ostatniego rownania iloczyn

liczb jest parzysty wiec szukane liczby muszq by¢ parzyste.
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Sposrod czterech par liczb parzystych tylko jedna para liczb spetnia wyjsciowe rowna-
nia, mianowicie x = 8 iy = 12.

Istotnie, bowiem 8 + 12 = 20 i 82 4+ 122 = 64 + 144 = 208.

Sprowadzamy uktad rownari do rownania kwadratowego

Wyznaczamy y z pierwszego rownania i podstawiamy w miejsce y do drugiego rowna-
nia, otrzymamy wowczas

224 (20 —2)? =208 = 22 +400 —40 -2 + 22 =208 = 222 —40-2 +192 =0
Dzielqc rownanie obustronnie przez 2 otrzymujemy
2> —20-2+96=0
Z tresci zadania wynika, ze © € N.Przepiszmy to réwnanie w postaci
22 —=20-2=-96= - (z —20) = —96

Sprawdzamy, ktore z dzielnikow naturalnych liczby —96 spetnia to rownanie.
Okazuje sig,ze dla x = 8 rownanie jest spetnione. Istotnie

8-(8—20)=8-(—12) =—-96
Podstawmy teraz nasze rozwiqzanie do rownania wyjsciowego
8% —20-8+96=0

Zatem otrzymujemy:

22 =20 2 +96=2>—20-2+96— (8> —20-8+96) =0

22 -8 -20-2-20-8=0=(z—8)-(z+8)—20-(x—8) =0
I
(x—8) - (z+8—-20)=0=(z—8)-(z—12)=0=2=8, v =12
Mozna byt znalezé wprost drugie rozwiqzanie podstawiajqc kolejne dzielniki naturalne
liczby —96.
3.3 Roézne metody rozwiazywania rownan kwadratowych
Przyklad 3.12. Rozwiqzac réwnanie postaci:
7-22—(2-2-3)-2-2+3)—(x—4)2>=3

Przeksztatcamy to rownanie do postaci ogolnej rownania kwadratowego:
Ze wzorow na roznice kwadratéw i kwadrat roznicy otrzymujemy

7-22—(4-22-9)—(2* -8-x+16)=3
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Po usunigciu nawiasow i redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy rownanie:

222 +8-2-10=0
Dzielgc obustronnie to rownanie przez 2 otzymujemy:

2 +4-2-5=0

czyli rownanie kwadratowe postaci

a-2*+b-x+c=0
Réwnanie zapiszmy w postaci v° +4 -2 =5=x-(x +4) =5
Dzielniki wyrazu wolnego to {—1,1,—5,5}. Sprawdzamy teraz, ktéra 7 tych liczb jest
pierwiastkiem naszego rownania.
Dlaxy =1 mamy 1-(1+44) = 5. Zatem podstawiajqc do réwnania wyjsciowego
mamy: 12 +4-1—5 = 0. Jesli od pewnego wyrazenia odejmieny zero to otrzymamy

to samo wyraZenie,zatem

44 r-5=a’4+4-2-5-(1°+4-1-5)=2>-4.2-4-12=0

Grupujqc wyrazenie alebraiczne po lewej stronie réwnania otrzymujemy kolejno

(2 =14 - (z+)=(—-1)-(z+1)—4-(z+1)=(x+1)- (-5 =0
Stadx1 =1, x9 =5
Przyklad 3.13. Sprowadzic¢ rownanie

r+vV2-x—1=2

do postaci ogdlnej réwnania kwadratowego, nastgpnie rozwiqzac to rownanie.
Metoda analizy staroZytnych
Liczba podpierwiastkowa spetnia warunek: x > % Przenoszqc x na prawq strong

rownania otrzymujemy:
Via—i=2-¢
Podnoszqc rownanie obustronnie do potegi drugiej otrzymujemy:
2-2—1=(2-2)?
Korzystajqc ze wzoru na kwadrat rgznicy otrzymujemy
2-x—1=4—4-2+2?
Zatem rownanie kwadratowe ma postac

2> —6-2+5=0
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Ze wzoru na kwadrat réznicy manmy
(r—3)2°-4=0=>2—-3==2

Zatem rownanie ma dwa pierwiastki naleZqce do dziedziny x1 =1 i x2 =5
Podstawmy te pierwiastki do réwnania wyjsciowego:

54vV2-5-1=5+V9=5+3=8+#£2
zatem liczba 5 nie jest rozwiqzaniem tego rownania.
Z drugiej strony
1+v2 1-1=1+V1=1+1=2
wigc tylko liczba 1 jest rozwiqzaniem tego réwnania.

Przyklad 3.14. Rozwiqzaé rownanie postaci:

Vi -z+2+V4-z—-2=4

Stosujqc metode analizy staroZytnych podnosimy réwnanie obustronnie do potegi i
drugiej otrzymujemy

4ox4+24+4-0-2+2-\/A4 -2 +2)-(4--2)=16

na podstawie wzoru na kwadrat sumy.Upraszczajqc dalej otrzymujenty

2-/(4-x+2)-4-r-2)=16-8 =z

Dzielgc rownanie obustronnie przez 2 i stosujqc do wyrazenia podpierwiastkowego
wzOr na roznice kwadratow mamy

V1622 —4=8—-4-2=/4-22—1=4-2.2
Podnoszaqc obustronnie do potegi 2 ostatnie rownanie otrzymujenty
422 —1=(4-2 2)?
Ze wzoru na kwadrat réznicy zastosowanego do prawej strony rownania
4-22-1=16—-16-z+4-2°
Po redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy zatem rownanie liniowe postaci

17
16-2=17= 2= —
v Y716

p . L. . S 1 -9 17
Z réwnania wyjsciowego wynika zatozenie: x > 5 iliczba 1

spetnia to zatoZenie. Okazuje sig, Ze liczba ta spetnia tez rownanie wyjsciowe:

17 5 3
4. 42 ——2—,/ 242 7:4
\/ 6" +\/ \[ 213
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Przyklad 3.15. Rozwiqzaé rownanie:
°—6-2+9=25
Ze wzoru na kwadrat réznicy otrzymujemy:
(x—3?=2=>2—-3=4b=u0,=-2, 29=38
Przyklad 3.16. Rozwiqzaé rownanie:
2 +6-z+4=20
Sprowadzajqc do postaci ogdlnej to rownanie mamy
2®+6-2—-16=0

Poniewai b*> —4-a-c= 36+ 64 =100 = 10% > 0 wiec réwnanie to
ma dokladnie dwa pierwiastki rzeczywiste liczone ze wzoru:
—b+Vbi—4-a-¢c —-6+10
x1,2 2. a B 3 5 { 8, }

Przyklad 3.17. Rozwiqzaé rownanie:

2. 224+2-1=0

Dzielniki wyrazu wolnego to {—1,1}.
Dlax=—1mamy?2-(—1)?>+ (1) —-1=2-1-1=2-2=0, wigcx = —1 jest
rozwiqzaniem tego rownania.Dzielgc wielomian 2 - 2% + x — 1 przez dwumian x + 1
bez reszty otrzymujemy dwumian 2 - x — 1, wigc réownanie kwadratowe mozemy zapisaé
w postaci

(x+1)-(2-2—1)=0

Zatem rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki x1 = —1ix9 = %

Przyklad 3.18. Dwaj korektorzy, pracujqc razem, sq w stanie dokona¢ poprawek

w tekscie w czasie 8 godzin. Jezeli kazdy z nich wykonywatby te prace sam, to pierwszy,
bardziej doswiadczony korektor, zakoriczytby jq o 12 godzin wczesniej niz drugi.

W ciqgu ilu godzin kaZdy z korektorow wykonatby te prace samodzielnie?

Niech

x — oznacza liczbe stron ksiqzki,

Yy — czas pracy pierwszego korektora,

y+ 12 — czas pracy drugiego korektora.

Wowczas tempo pracy wynosi

% — dla pierwszego korektora,

y_‘_% — dla drugiego korektora.

Z analizy tresci zadania wynika rownanie postaci:

x
y+12

r=8 248
y
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Dzielqc obustronnie przezb 8 - x otrzymamy réwnanie

1 1 1

T
Mnozqc to réwnanie obustronnie przez wyrazenie 8 -y - (y + 12) mamy
y-(y+12)=8-(y+12)+8-y
4
v+ 12 y=8-y+96+8-y
4
y?—4-y—96=0

Rozwiqimy to rownanie metodq dopetniania do kwadratu. Korzystajqc ze wzoru na
kwadrat roznicy otrzymujemy:

(y—2)2—-100=0= (y—2)? =100 =y — 2 = £10

¢

y1 = —8 odpadaboy <0
ye = 12 pasuje, boy € N

Zatem pierwszy korektor powinien sam pracowac 12 godzin, a drugi doktadnie
24 godziny, bo 12 + 12 = 24.
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